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En aquest primer bloc del llibre, us presentem una breu introduccié d’una
de les époques de la Fisica més intensa i espectacular de la historia. Mai, en la
historia de la ciéncia i més, de la fisica, es van descobrir tantes coses en tan poc
temps, a més a més de donar lloc a una nova visié del mén amb la teoria de la
Mecanica Quantica. Com bé es sap en les ciéncies, una teoria és valida quan la
descripcio6 dels fendomens fisics s’adequa al que s’observa experimentalment i, en
el moment en qué aquestes observacions no coincideixen, deixen de ser valides;
donant pas a una nova formulaci6 teorica.

Aixi va succeir a principis del segle passat, on van comencar a sorgir moltissimes
idees revolucionaries que invalidaven la teoria classica de la Fisica en els seus
dos extrems: A velocitats molt elevades, properes a les de la llum; la Mecanica
Classica deixava de ser valida deixant pas a la Relativitat especial (1905) i a la
Relativitat General (1916) d’Einstein i per altra banda, en el mén subatomic (en
un principi), el comportament de les particules i els atoms no es comportaven
com predeia la teoria classica, sin6 que apareixien un cimul de contradiccions
amb el qué s’observava experimentalment. Des d’aquell moment fins ara, es
va formular una nova teoria fisica que explicava o, intentava explicar aquests
fenomens observats que a dia d’avui és coneix suficientment bé i que ha donat
pas a avencos cientifics impensables fa 100 anys: La Mecanica Quantica.

Aixi doncs, presentarem 'origen historic i els aspectes més generals d’aquests
experiments i noves teories sorgides al primer quart del segle passat, que mal-
grat moltes d’aquestes idees van ser erronies, perd ser necessaries per donar les
primeres pases que van donar lloc a la Mecanica Quantica.

Citant a de Broglie: «Tal investigaci6 és d’interés de la ciéncia. Que lo anterior
porti a una nova teoria que en algun camp actualment inexplorat contradigui la

Mecanica Quantica i alteri també els seus fonaments filosofics, ningi ho sap.»
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generals.

Les lleis de la Fisica, descrites per grans autors com NEWTON, GALILEU,
MAXWELL, entre altres; van ser el gran fonament per descriure tot el que ens
envolta i els processos fisics observables o predits. Les lleis de NEWTON per
explicar els fenomens terrestres produits per les forces o camps gravitacionals,
els moviments dels planetes, la mecanica celeste i la de fluids, perd sempre des
d’un punt de vista macroscopic. Les equacions de MAXWELL ens presentaven
un estudi detallat dels camps electromagnétics i una interpretacio fisica de l'e-
lectricitat i el magnetisme com una teoria unificada.

Entre aquestes lleis i d’altres, constituien la Fisica fins a principis del segle XX,

coneguda com la teoria classical.

A principis de segle anterior, EINSTEIN va presentar la teoria de la Relativi-
tat especial i amb aquesta, va canviar el punt de vista d’aspectes classics molt
consolidats. També va presentar en la seva col-laboracié en el camp de la quan-
tica amb D’efecte fotoelectric, que més endavant comentarem:.

Per altra banda, PLANCK va estudiar el comportament dels cossos (particules)
en el mén microscopic i va observar que les normes de la Mecanica Classica
tampoc eren correctes en aquest limit.

El model de BoHR per ’atom d’hidrogen (1913) va ser I’altim dels principals in-
dicis que hi havia quelcom essencial en la Fisica que no podia ser explicat per la
teoria classica. Totes aquestes observacions i estudis experimentals feien referén-
cia a la interaccié de la llum amb la matéria i a partir d’aquestes observacions,

grans fisics de I’época, com els tres esmentats préviament; van endinsar-se en

T Aquestes teories classiques de la dinamica en particules i sistemes i ’electromagnetisme,
les podem trobar en les notes de «Mecanica Classicay i «Electromagnetisme: Teoria classica»

12



CAPITOL 1. ORIGENS HISTORICS I ASPECTES GENERALS. 13

I’estudi d’una nova teoria coneguda ja a dia d’avui com la Vella Teoria Quantica.

1.1 Experiments.

Per explicar aquesta teoria antiga de la quantica, presentarem alguns experi-
ments que van ser claus per comencar a consolidar les bases de la teoria que

coneixem com a Mecanica Quantica.

1.1.1 Radiacié del cos negre

Anomenem radiaci6é térmica a la radiacié emesa per un cos com a conseqiién-
cia de la seva temperatura. Tots els cossos emeten radiacié al voltant seu i
I’absorbeixen del mateix. En un rang de temperatures ordinari, la majoria de
cossos son visibles per la llum reflectida, no per la que emeten. Al augmentar
la temperatura d’un cos, aquest emetra més radiacié térmica i la freqiiéncia de
la radiaci6 més intensa va augmentant.

Partint de l’espectre electromagnétic, podem determinar la temperatura d’'un
cos observant el color que presenta en escalfar-se. A continuacio els hi presentem
una taula de colors/temperatura:

’ Colors (longitud d’ona nm) ‘ Temperatura (K2) ‘

Vermell fosc (~ 700) 823
Taronja (~ 600) 1173
Groc (~ 580) 1273
Blanc 1473

A TPany 1896 W. Wien i H. Rubens, van mesurar I’espectre complert que
surt d’un cilindre buit de porcellana i plati?. Al realitzar ’experiment, troben
una distribuci6 semblant a I’obtinguda a la teoria cinética de gasos (Distribucio
de Maxwell-Boltzmann). Rayleight-Jeans van aplicar aquest model estadistic al
cas dels modes de vibraci6 de la llum. A baixes freqiiéncies el desenvolupament
teoric s’ajustava a I’experimental, pero a freqiiéncies elevades, la corba divergia.
Aquest fenomen es coneix com a catastrofe ultravioleta. Wien i Rubens, van

decidir donar una funcié aproximada per a que la llei tingués consisténcia amb

2Del que parlarem a continuaci6, tenim una part a les notes de Termodinamica i Mecanica
estadistica, al tema de Radiaci6 electromagnética, on realitzem I’estudi més estadistic i deduim
les equacions d’estat i altres magnituds importants d’aquest aspecte fisic.
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Figura 1.1: Intensitat radiant en funcié de la freqiiéncia (esquerra). Radiancia
espectral en funci6 de la freqiiéncia per a diferents temperatures (dreta)
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Figura 1.2: Intensitat radiada per unitat de longitud d’ona («Nobel 2006» es-
querra). Intensitat en funci6 de la longitud d’ona per a diferents temperatures
(dreta).

els valors experimentals. Les il-lustracions per a aquestes distribucions, tant per
freqiiéncies com per longituds d’ona, les veiem representades en les Figures 1.1
il.2.

Observem que la intensitat de radiancia, per ambdoés casos, ens presenta una
distribuci6 idéntica (amb els rangs de temperatura individuals) el que ens indica
que no depén ni del material ni la massa. Aleshores, és universal i per a qual-
sevol objecte o massa; ja que s’observa que tots els cossos negres a la mateixa
temperatura, emeten radiacié térmica amb el mateix espectre. Aix0 succeeix
pel qué déiem abans, el cos negre absorbeix tota la llum que li transmetem i

quan s’escalfa, emet aquesta energia absorbida.
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S

Figura 1.3: Modes de vibracié en una dimensié per als tres primers nombre
d’ones (esquerra). Modes de vibraci6 en dues dimensions (dreta).

Després de veure aquesta universalitat en el fenomen de la radiacié del cos
negre, Planck, cap al 1901, intuia que darrera d’aixd s’amagava quelcom de
caire fonamental. Aleshores, utilitza la fisica estadistica, treballant amb la dis-
tribucié de Maxwell-Boltzmann i amb la densitat espectral, tal qué relaciona
aquesta ultima amb el volum del cos i la diferencial de la quantitat de llum que

hi ha per unitat de freqiiéncia:

1 dEp(v)
=07 1.1
pr(v) = — (1.1)
Si la reescrivim en funci6 de la longitud L i els modes N, tenim:
1 dN
= 1.2
pr(v) = 73— Br (1.2)

A les notes de «Mecanica Classicay, vam veure els modes de vibracié d’una
corda amb extrems fixes. Per tant, en una dimensio, la freqiiéncia ve regida pel
nombre d’ones k i com I’energia depén del modul del nombre d’ones, quant més
gran sigui x , més energia tindrem. En dues dimensions succeeix el mateix, pero
envers d’un segment, tenim una xarxa amb diferents punts possibles. Les seves
respectives representacions grafiques les podem veure a la Figura 1.3

En el cas de les dues dimensions, a l'origen tindriem un tGnic punt amb una
mateixa energia, perd a mesura que ens allunyem de l'origen, hi han diversos
punts de x; i Ky que tenen la mateixa energia. Per entendre’ns, sén com «un
conjunt de families de corbes que tenen la mateixa energiay. Per tant, quant

més ens allunyem de ’origen, més possibles valors d’igual energia tindrem.

En el cas de tres dimensions tindrem el mateix perd amb més valors, doncs
també tindrem k.. Aqui el que tindrem seran «families d’anellsy i el nombre

de modes augmenta quadraticament amb la freqiiéncia. Aixi doncs, és facil



CAPITOL 1. ORIGENS HISTORICS I ASPECTES GENERALS. 16

2 . . . .. = .
concloure que % = L387Tlc’—33 i definint I’energia mitja com Ep, tenim:

2
ve
pPrT = 8W§ET (13)

Aleshores, per una distribucié de Maxwell-Boltzmann, la probabilitat de tenir

—E/kBT

una energia ve determinada per la proporcié P.(E) « e . Si la norma-

litzem, obtindrem una densitat de proporcionalitat per l'energia de p(F) =
e~ E/kpT

[ e FIRBT AR
Per tant, ’energia o la quantitat de llum que transmetra sera

Er = /Ep(E)dE = KT (1.4)

Aleshores, Planck relaciona ambdues expressions, doncs la seva intuicié era que
la llei només podia incloure la temperatura, la freqiiéncia i algunes constants
universals, imaginant-se que hi han oscil-ladors a dins del material que oscil-len
més rapid a més temperatura. Finalment, Planck decideix emprar el métode
matematic per calcular probabilitats de dividir les energies en trossos arbitraria-
ment petits, pero finits, tenint que £ = nd. Combinant les expressions anteriors

i passant-la a discreta, obté

Znée_"é/’“BT
Ep=129%_ (1.5)

oo

>

n=0

tal que si reescrivim D'expressio (5), simplificant-la al relacionar els sumatoris,

tenim:

no

e~"%/kpT — 1

BEr = (1.6)

Aleshores, va adonar-se’n que 6 = hv, per consisténcia amb la seva formula,
tenint que h era una constant de proporcionalitat molt petita, perod finita, la
que va definir com a CONSTANT DE PLANCK, amb valor de

|h = 6.626:107%4 ] s = 4.136-10" eV s

D’aquesta manera, quan h — 0, Ep = kgT, tal i com véiem a ’expressio
(1.4), perd com h # 0, Planck quantitza ’energia com una petita unitat indivi-

sible de hv (quantum d’energia). Aquesta quantitzaci6 coincideix estrictament

3Cosa que ja haviem vist a les notes de «Termodinamica i Mecanica estadistica».
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Figura 1.4: Aparell utilitzat per a ’estudi de Defecte fotoeléctric. El voltatge V
es pot variar en magnitud de forma continua o invertir el signe.

amb la corba presentada per a la distribucié de la radiacié del cos negre envers
la freqiiéncia, resolent aixi el conflicte presentat per a freqiiéncies altes.

La interpretacié que li dona Planck és que els oscil-ladors no poden absorbir i
emetre energia en un interval continu. A baixes energies la llei de Rayleight-
Jeans funciona bé, ja que tots els modes accessibles es poden ocupar, perd en
freqiiéncies altes, malgrat hi hagi molts modes de vibracid, no es poden excitar
gaire perqué costa molta energia agafar un sol quantum per a valors d’aquesta

tan elevats.

1.1.2 Efecte fotoeléctric

Anomenem efecte fotoeléctric al fenomen d’emissié d’electrons el catode a
I’anode a causa de la incidéncia de la llum ultraviolada per un dels electrodes.
Per situar-nos historicament i veure la importancia d’aquest efecte, Philipp Le-
nard es dedicava a enviar raigs catodics sobre lamines de metall, mentre pa-
ral-lelament Planck estudiava el problema del cos negre. L’any 1899, va re-
alitzar ’experiment amb llum monocromatica en comptes dels raigs catodics
(electrons) i va observar que la llum expulsava electrons del metall que recull el

col-lector. A la Figura 1.4 podem observar l’estri utilitzat per a I’experiment.

Aleshores, Lenard va observar que el corrent baixa drasticament quan s’aplica
el voltatge de retard. A un valor precis del voltatge Vj, el corrent desapareix
completament, tenint aixi que els electrons que contribueixen al corrent han de

tenir una energia, com a minim, tan gran com ¢qVj.

Per tant, en primera hipotesi, diriem que l'electré adquireix l’energia cinéti-
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ca de la llum i quant més intensa sigui aquesta llum, més energia tindran els
electrons. No obstant aix0, Lenard va trobar que l'energia dels electrons, me-
surada a partir del potencial de retard, era completament independent de la
intensitat de llum; és a dir, en augmentar la intensitat de llum, augmentava el

nombre d’electrons detectats, perd ’energia restava invariant.

No va ser uns pocs anys més tard, al 1905, quan Einstein va presentar l’e-
fecte fotoeléctric. Pel contrari de Planck, Albert Einstein era un apasionat de
la Fisica estadistica i va realitzar un estudi teoric detallat de ’experiment de

Wien, arribant a que ’energia havia de ser

E =nkppv (1.7)

Per tant, va observar que la radiacié es comporta termodinamicament com si
consistis de quantums d’energia de magnitud kg fv i, per tant, com particules de
llum. Observem que si 3 = é, recuperem l’expressié de Planck, perd Einstein
no la volia associar, doncs el seu estudi abastava tota la radiacié electromagne-

tica i el de Planck només a oscil-ladors dins de les parets de la cavitat.

A partir d’aquestes deduccions, Einstein es disposa a explicar I'efecte fotoe-
lectric en termes de particules de llum (l’energia de la llum esta quantitzada
en petits paquets), determinant aixi la naturalesa corpuscular de la llum
i assignant-li el nom de fotons. Aleshores, Einstein realitza l’experiment de
Lenard, perd en canvi d’enviar electrons, enviava llum i creava una diferéncia
de potencial per veure els electrons arrencats. Llavors, va observar que l’e-
nergia cinética de sortida dels electrons no depenia de la freqiiéncia, doncs a

I’augmentar-la, I’energia cinética no variava.
Per tant, Einstein, al suposar que el paquet d’energia estd localitzat inicial-
ment en un volum d’espai petit i es manté localitzat mentre es mou allunyant-se

de la font, a velocitat ¢; conclou que la quantitat d’energia del paquet (fot6 v),

esta relacionada amb la seva freqiiéncia com:

EY = hy (1.8)

Tenint aixi la mateixa quantitzacié que havia trobat tedricament.

A partir d’aquest experiment, cada fotd6 que penetra a la superficie, transfe-
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reix part de la seva energia a un electrdé que escapa del metall. Aleshores, tal
i com déiem, la intensitat no afecta a les energies dels electrons, només al seu
nombre. Sifem incidir llum amb una freqiiéncia v sobre la superficie d’'un metall,

emetra un electr6 d’energia cinética

E.,=K=hv—q® (1.9)

en qué hv és Penergia del fot6 incident i ¢@ és el treball (energia) necessari per
extreure l'electré del metall. @ és la funcié del treball i aquesta és intrinseca
de cada material. A més a més, cada metall es caracteritza per una freqiiéncia
critica. Podem definir també la freqiiéncia minima. Aquesta freqiiéncia ens
vindra caracteritzada per vg i ens la determina la relacié entre el material i
Penergia del fot6. Si Penergia del foté incident és més gran que el treball,
aleshores I’electré serd arrencat de I’dtom, siné no, és a dir:
q®

o= (1.10)

Per exemple, per extreure un electré d’un fotocatode de sodi amb una funci6 de
treball de 2.27 eV, necessitariem una freqiiéncia minima del feix lluminés, tal
qué hyy > qP, és a dir, fent servir expressié (1.10):

227eV

~—  ~ 548107 Ms!
414107 Vs

Vo

Com hem vist, cada electr6 necessita la incidéncia d’un foté d’energia hv > hiy
per desprendre’s i, per tant, ’energia amb qué ho fara és la definida per 'expres-
si6 (1.9). La radiacio6 incident en el fotocatode, es caracteritza per la intensitat
i la freqiiéncia. Com el treball és intrinsec del material, podem determinar que
l’augment d’intensitat de llum no condicionara a qué s’arrenquin electrons de
més energia, sind que el qué fara és arrencar un major nombre d’electrons. Aixo
és degut a que és més probable que els fotons i els electrons col-lisionin, pero els

electrons sempre seran arrencats amb la mateixa energia.

Al 1916, Millikan, a partir de ’estudi de Planck i del principi d’equivaléncia
va determinar experimentalment que ’energia creix linealment a mesura que
augmenta la freqliéncia (es pot observar a la Figura 1.5). A baixes freqiiéncies,
els paquets d’energia sén més petits i a mesura que l’augmentem, els paquets

s’aniran fent més grans en proporcié. Per tant, observem que per freqiiéncies
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Potencial de frenat (V)

14,
Fregiiéncia (10 Hz)

Figura 1.5: Experiment de Millikan: Potencial de frenat en funcio de la freqiién-
cia (cas del sodi Na). Fregiiéncia de tall de 4.39-10** Hz.

baixes, tenim molts més modes energétics ocupats (per kgT ) i que per altes és
molt menys probable que ho estiguin pel principi d’equivaléncia, doncs no estan
quantitzats (fora del rang de kgT ).

D’aquesta manera, Millikan troba que el pendent de l’energia en funcié de la

freqiiéncia és exactament el valor de la constant de Planck h).

1.1.3 Efecte Compton

Arthur H. Compton, al 1923, va utilitzar el concepte de fotdé per explicar els
resultats de les seves mesures de la dispersi6 dels raigs X per electrons lliures. Si
considerem una ona electromagnética propagant-se en ’espai, classicament de-
duirem que al trobar-se un electré, aquest oscil-lard amb les mateixes condicions
que oscil-la 'ona (mateixa amplitud i freqiiéncia). Si ara considerem que ’ona
electromagnética com a paquets d’energia (naturalesa corpuscular de la llum) i
no com una ona de freqiiéncia, aquests paquets, els quals hem anomenat fotons,
tindran una energia de E = hv definida per l'efecte fotoeléctric. Aleshores, al
col-lisionar, el foté incident transmet energia a ’electré i, el foté al dispersar-se,
té una energia menor (o freqiiéncia menor) amb el qué la longitud d’ona resul-

tant d’aquest sera major.
Si fem un estudi del sistema com un xoc de particules i juguem amb les lleis
de conservacid, podrem determinar la relacié entre les longituds d’ona del foto

abans i després del xoc. Presentem ’esquema de la col-lisi6 a la Figura 1.6.

Aleshores, I’energia i el moment lineal d’una ona electromagnética, esta relaci-
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Figura 1.6: Esquema de la collisié d’un foté6 amb un electrd en repos i la
resultant després del xoc.

onada amb ’expressio
E =pc (1.11)

Per tant, el moment lineal d’un foté es relaciona amb la seva longitud tal qué

p= % = h—c”, per tant

h
P=y (1.12)

Observem doncs, que la quantitzacié de ’energia, implica immediatament, la

quantitzacié del moment.

Tornant a la col-lisi6, per conservacié del moment lineal tindrem

Pi=ps+D0 (1.13)

Si relacionem els moments abans i després del foté (aillant IT(Z de l'equaci6 1.13)
i multipliquem escalarment a cada banda de la igualtat per ell mateix
2 _ 2 2
s = pi + p3 — 2p1p2 cos(d) (1.14)

En queé 0 esta definit a ’esquema de la Figura 1.6 com 'angle que forma el foto

dispersat amb la direcci6 del fot6 incident.

Per aquests tipus de col-lisions, hem de tenir en compte els efectes relativis-

tes, doncs I'energia en repos de D'electré influeix a I’hora d’avaluar el sistema?.

4Podeu trobar una breu introducci6 de la relativitat especial a les notes de «Mecanica
Classicay.
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Aixi doncs, sabent que la relacié entre ’energia de ’electro i el seu moment ve
determinada per E = \/p2c? + (m.c?)? i aplicant la conservacié de 'energia en
la col-lisié, tenim

pic+mec® = pac+ /p2c2 + (mec?)? (1.15)

Relacionant aquesta darrera expressié amb la 1.14, podem eliminar el terme del
moment de ’electrd, obtenint
1 1

1
P = mec(l —cos(#)) (1.16)

i per 1.12, finalment arribem a L’EQUACIO DE COMPTON:

AN =N -\ =

(1 —cos(8)) (1.17)

meC

Aleshores, amb aquesta demostracio teorica i experimental, es demostrava defi-

nitivament la interpretacié en termes de fotons com a corpuscles de la llum.

1.1.4 Espectre atomic

El tercer experiment que tractarem és ’obtencié de I’espectre atomic, un altre
pilar en el desenvolupament de la quantic. Al 1752, ’escocés Thomas Melvill
va adonar-se’n que l’espectre de la llum que sortia d’una flama era completa-
ment diferent al que sortia de 'arc de Sant Marti (emergent tipicament d’un
solid lluent). En un solid lluent, ’espectre presenta un continu, perod en el de
la flama (un gas) 'espectre presentava unes linies discretes, observant aixi que
aquests eren diferents segons cada atom. D’aquesta manera, podien determinar
de quin element es tractava, doncs no hi ha dos elements amb mateix espec-
tre. Aixi doncs, era com un «carnet d’identitaty dels atoms i gracies a aquest
descobriment van poder identificar nous elements. Per exemple, I’heli (He) va
ser descobert observant I’emissi6 del Sol. En aquesta emissio, es van observar
unes linies fosques (espectre d’absorcio) a causa de la preséncia de vapors freds
a Patmosfera solar, perd una linia clara nova (espectre d’emissio) va identificar

un nou gas que fins a les hores era desconegut, I’heli.

Per intentar esbrinar quelcom més de ’estructura atdomica a partir de ’espec-

tre, es va partir de Iespectre més senzill: 1’atom d’hidrogen (H); mesurat per
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Liti

Mercuri

Figura 1.7: Espectre atomic d’alguns elements (En blanc i negre no s’apreciaran
els colors)

Angstrom Pany 1862. A la Figura 1.7 podem observar I'espectre atomic d’al-

guns elements

Uns anys més tard, al 1885, el suis J. J. Balmer, va comengar a jugar amb els
valors numeérics de les freqiiéncies de 'espectre visible de I’hidrogen. Va obser-
var que les longituds d’ona d’aquest espectre es podien representar mitjancant

la formula 9

m
= 4. —_— 1.1
A = (364.6 nm) T (1.18)

ambm = 3,4, 5, ...

Malgrat donar ’expressi6, va intuir que aquesta podia ser un cas especial d’una
expressié més general aplicable als espectres d’altres elements. Meés tard, Jo-
hannes R. Rydberg i Walter Ritz, van determinar aquesta expressié presentant

la formula de Rydberg-Ritz com
1 1 1
—=R|—-— 1.19
A (n? n? ) (1.19)

K3

amb ny com a nombre natural tal que n; > ny i R és la constant de Rydberg,
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que pren el mateix valor per a totes les séries espectrals del mateix element i varia
lleugerament i de forma regular d’element en element. Pel cas de ’hidrogen, la
constant de Rydberg val

Ry = 1.096776-10"m ! (1.20)

iamb ny =21in; =3, 4,5, 6 s’obtenien les freqiiéncies d’emissié visibles.

A més a més, Balmer també predeia més linies en I'espectre ultraviolat i in-
fraroig. Cada série de Balmer corresponia a un ny diferent i a mesura que
augmentava la freqiiéncia la distiancia entre linies es va escurgant fins a arribar

als limits de les séries.

En aquesta época (cap al 1890), ningu tenia idea sobre la constituci6 de 1’atom,
pero en qualsevol cas havia d’explicar la formula de Balmer (o de Rydberg-Ritz).
En els primers estudis, ja es coneixia que I’Atom estava constituit de carregues
positives i negatives (raigs alpha i beta). També es tenia coneixement del nom-
bre d’electrons que tenia (Z ) i al ser globalment neutre, la carrega total positiva
Z-e. També es va mesurar la massa de l’electr6 m., que era molt petita com-
parada amb la massa total de ’atom, per tant; la major part de la massa la

portaven les carregues positives.

1.1.4.1 Model de Thomson

El primer intent de modelitzar I’atom, el va realitzar J. J. Thomson, que inspirat
amb Lord Kelvin va proposar un model d’atom on les carregues negatives esta-
ven incrustades dins d’una esfera amb una densitat uniforme de carrega positiva.
Aquest model és conegut com el puding de prunes, doncs la seva representacid
esquematica recordava a aquest postre (o un pastis de panses, o fins i tot a una
Chips ahoy).

A temperatures baixes, els electrons estarien localitzats en posicions d’equilibri,
minimitzant aixi la repulsio entre ells. Per a temperatures altes, els atoms ex-
citats vibraven al voltant de la posicié d’equilibri. En principi, I’emissié de la
llum havia de regir-se per les lleis de Maxwell (electromagnetisme classic) i per
les lleis de Newton per la dindmica dels atoms; perd Thomson va ser incapag
de descobrir un model que s’adeqiiés i predigués les freqiiéncies observades de
qualsevol atom, realitzant aixi un model inherentment inestable i que no porta-

va en lloc.
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1.1.4.2 Model de Rutherford

Al voltant de 1908, H. W. Geiger i E. Marsden, sota la supervisio de E. Ruther-
ford, van utilitzar raigs alpha (2 protons + 2 neutrons : He?") per bombardejar
una fina lamina d’or i estudiar la dispersié d’aquestes. Com la lamina és tan
fina s’espera que les particules la travessin completament perdent una mica de
velocitat. No obstant aixo, al travessar-la cada una de les particules alpha ex-
perimenta moltes deflexions petites a causa de la forca de Coulomb que actua a
causa de la carrega de les particules la de la lamina. Aixi doncs, en una pantalla
fluorescent, observaven els flaixos provocats per les particules alpha individuals
deflectides, observant que la deflexié6 dependria de ’estructura interna de 1’a-
tom. Aleshores, el model de Thomson i Kelvin donaria lloc a moltes deflexions
concatenades donant lloc a una desviaci6 total tipica (com un random walk 5;

tenint doncs que si 0, és ’angle a causa d’un sol atom

(6%) N (67) (1.21)

Els electrons, al tenir una massa molt petita, les deflexions també ho seran i
per tant, la contribucié important vindra determinada per les deflexions de les
carregues positives. En el cas del model de Thomson i Kelvin, aquestes defle-
xions tenen un radi de ~ 107%m, per tant, el radi atomic. La prediccié de
Thomson, era d’un angle de ~ 10~ *rad i concordava amb la desviaci6 (©?)
segons el gruix, del nombre d’atoms creuats pel raig. Malgrat concordés, també
s’observava algun cas que langle era superior als 90° i fins i tot propers als
1809. D’aquesta manera Rutherford va dir, textualment " Va ser el succes més
increible de la meva vida. Va ser tan increible com que vosteé llencés una bala de

". Va adonar-se’n

15 polzades a un paper de WC' i aquesta tornés i et copegés
que variant el gruix de la lamina, el nimero de deflexions superior als 909 era
proporcional al nombre d’atoms travessats per la particula «; essent aquesta
afirmaci6 consistent amb una teoria en que les deflexions grans es produeixen
per un sol atom, tenint definitivament la incompatibilitat dels fets amb el model

de Thomson.

Aixi doncs, Rutherford al 1912, proposa un nou model per I’dtom, suposant
que tota la carrega positiva de I’Atom i en conseqiiéncia essencialment tota la
seva massa, es troba concentrada en una regié de I’espai petita localitzada en el

centre anomenada nucli. En ’exterior del nucli hi hauran les carregues negatives

5En que la distribuci6 de probabilitat és una gaussiana i el radi de distancia més probable
anird com VN, essent N el nombre de vegades que es tira la moneda (o en el nostre cas, el
nombre d’atoms creuats).



CAPITOL 1. ORIGENS HISTORICS I ASPECTES GENERALS. 26

B Energia d'drhites
< N en augment
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Figura 1.8: Model de Bohr en orbita circular (esquerra). Model de Bohr per
nivells d’orbites (dreta)

de I’atom, separades a una distancia i no incrustades com plantejava el model de
Thomson. Si les dimensions del nucli sén suficientment petites, una particula «
que passi a la vora d’aquest, pot ser dispersada un angle gran al travessar un sol
atom gracies a que la repulsié a causa de la interaccié electromagnética és molt
intensa. Si en lloc d’utilitzar 7 = 1071%n pel radi de la distribucié de carrega
positiva del model de Thomson, ens preguntem quin hauria de ser aquest radi
per obtenir, per exemple 6 ~ 1rad, trobariem r’ = 10~ '%m, que és una bona
estimaci6 del radi del nucli atomic. Rutherford, d’aquesta manera, va calcular
la distribucié angular per angles grans (els electrons no contribueixen) i troba

que el radi del nucli era 10000 més petit que I’atom®.

1.1.4.3 Model de Bohr

Va ser aqui, al 1912, quan Niels Bohr («el gran danésy) arriba a Manchester al
corrent, del treball de Rutherford i Thomson i de les idees de Planck i Einstein,
intuint que la fisica classica no era aplicable a dins de I’Atom. Bohr va proposar
un model, il-lustrat a la Figura 1.8 (esquerra), en el qué l’electré de I’atom
d’hidrogen es mou sota la influéncia de I’atraccié de Coulomb cap el nucli positiu
d’acord amb la mecanica classica, la qué prediu oOrbites circulars o el-liptiques
amb el centre de forces en un focus, perd intuint que potser hi havien certes
orbites estables que potser havien de veure amb la relacié de Planck i d’Einstein
entre 'energia i la freqiiéncia dels fotons. Bohr, per simplicitat va escollir una

orbita circular.

Si ara fem un estudi de I’energia per a una orbita circular de radi r, considerarem

un electré que es mou en aquesta al voltant d’una carrega positiva Ze (en el cas

6Per consultar més experiments de Rutherford relacionats, es pot consultar a les notes de
«Mecanica Classicay sec. 5.9 (pag.112 ) i sec 6.10 (pag.150 ).
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de 'hidrogen Z = 1, heli Z = 2 ) i l’energia total de ’electr6 pot relacionar-se
amb el radi de ’0rbita. L’energia potencial de l'electré6 de carrega e~ a una
distancia r de la carrega positiva Ze és

1 Ze?

U= 47r507"(_6)(ze) T dmeor (122)

on observem que és un potencial atractiu. Per simplificar ho expressem amb la
constant de Coulomb, tal que k = ﬁ. L’energia cinética la podem determinar
en funci6 de r a partir de la segona llei de Newton, determinant la forca a partir
de la derivada del potencial i amb ’acceleracié com 1’acceleracioé centripeta:

kZ 2 2
 —m (1.23)

r

Si multipliquem per r i dividim per 2 en ambdods costats tenim

1 kZe?
K= >-mv?= €

1.24
2 2r ( )

trobant aixi que ’energia total sera la suma de la cinética i la potencial, tal que

71]6Z€2
2 r

E= (1.25)

corresponent a I’energia en una orbita circular per una forca central oc 2.

No obstant els resultats siguin coherents, el sistema presenta una estabilitat
que la teoria electromagnética classica, en un atom en aquestes condicions, dic-
ta que hauria de ser inestable, irradiant energia electromagnética de freqiiéncia
igual a la del seu moviment. Aleshores, classicament, aquest atom col-lapsaria
rapidament. Per solucionar aquest problema de col-lapse, Bohr va presentar uns
postulats.

En el primer, determina que només certes Orbites sén permeses, anomenades es-
tats estacionaris i, en aquests estats, I’electr6 no irradia energia. En el cas que

I’electro radiés energia, verificaria una transicié d’un estat estacionari a un altre.

L’electré de I'atom d’hidrogen només es mou en certes orbites circulars, no
irradiants, anomenades estats estacionaris.

«PRIMER POSTULAT DE BOHR» -ORBITES NO RADIANTS

El segon postulat ens relaciona la freqiiéncia de radiacié amb les energies dels
estats estacionaris. Si F; i Ey son I’energia inicial i final, respectivament, de I’a-

tom; la freqiiéncia de radiacié emessa en el transcurs d’una transicioé ve donada
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per

_ Ei—FEy
v=-—y

«SEGON POSTULAT DE BOHR» -FREQUENCIA DEL FOTO SEGONS LA

RADIACIO D’ENERGIA

Aleshores, per obtenir les freqiiéncies que requereix la féormula de Rydberg-

Ritz’, si ho comparem amb el segon postulat, tenint per I'expressi6 1.25 v =

%kZhGQ (% — %), és evident que el radi de les orbites estables han de ser pro-

porcionals als quadrats dels nombres enters. Per relacionar-ho, Bohr va tro-
bar la solucié quantitzant el moment angular d’un electr6 en una orbita es-

table, observant que aquest havia de ser un nombre enter de #, definint i =

2 = 1.055-107%4J-S = 6.582:10" %V .s com la CONSTANT REDUIDA DE

2T
PLANCK. Sabent que el moment angular d’una orbita circular és mur, va ob-

tenir

Y . -
mur = ny- = nh; n=1 23, ..

«TERCER POSTULAT DE BOHR» -MOMENT ANGULAR QUANTITZAT-

Observem que es quantitza el moment angular, no l’energia. Aquesta quan-

titzacid, la podem veure representada esquematicament a la Figura 1.8 (dreta).

Si ens remuntem a l’expressio 1.23, tenim una altra relacié entre aquestes dues

magnituds, tal que v2 = kze’  Relacionant-la amb I’expressié del tercer postu-

mr
lat, aillant la velocitat d’aquesta i elevant-la al quadrat, obtenim v? = n? m’z;;

que igualant-les obtenim

h? kZe?
2
= 1.26
" m2r? mr ( )
Si aillem r, obtindrem el RADI DE LES ORBITES DE BOHR:
hQ
=n? 220 (1.27)

" kzer ~ " 7

2 _ 47\'60 h2
e2

definint ag = 71— =

~ 0.0529 nm com el primer radi de Bohr.
Encara tenim molt de joc. Si relacionem ’expressié de la freqgiiéncia en funcié
dels radis de les orbites inicials i finals amb 1.27, podem determinar la constant

de Rydberg comparant-la amb Pexpressié 1.19. Al fer-ho per Z = 1, que és el

"Modificant Pexpressio 1.19 tal qué v = § = cR (n% — n—lz)
¥ i
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Figura 1.9: En el diagrama superior, es pot observar els nivells d’energia de
I’hidrogen amb nimero quantic n per a cada nivell i algunes transicions que
apareixen en l’espectre. A sota representem les linies espectrals corresponents
a les tres séries indicades, esquematitzant les escales de les longituds d’ona i de
les freqiiéncies de manera no lineal.

cas de ’atom d’hidrogen, obtenim

mk2e*
= — 1.2
R 4mch3 (1.28)

Aixi doncs, Bohr, al 1913, va determinar que les seves prediccions tedriques,
amb les empiriques de Rydberg-Ritz, eren les mateixes dins el limit de les im-

precisions.

Finalment, si volem determinar quins nivells energétics estan permesos, hem
de substituir a 'expressié 1.25 els valors quantitzats de r determinats a ’equa-
ci6 1.27; obtenint

Z2
E,=-"3R, (1.29)
definint R, = |E,| = %% ~ 13.6 eV com lenergia en l'estat fonamental o la

constant de Rydberg energetica. En el cas de I’atom d’hidrogen, tindrem que
Z = 1. A la Figura 1.9 podem veure un diagrama dels nivells energétics de
I’hidrogen on ens mostra les primeres transicions en cada una de les séries de

Lymann, Balmer i Paschen i les corresponents linies espectrals.

Observem que quan n tendeix a infinit, 'energia s’aproxima a zero. El procés
d’extraccié d’un electr6 d’'un atom s’anomena ionitzaci6 i ’energia necessaria

per a realitzar aquesta extraccié és I’energia de ionitzacié. Per 'aAtom d’hi-
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drogen, aquesta energia és també I’energia d’enlla¢ atomic, 13.6 eV.

Malgrat el model de Bohr s’ajustava bé als fets experimentals, tenia molts defec-
tes. L’intent d’aplicar el model a atoms més complicats no va tenir I’éxit esperat
i no va ser fins més endavant, amb la mecanica quantica i amb les equacions de

Schrédinger, que no es van poder resoldre aquestes dificultats.

1.1.5 Experiment de Franck-Hertz

La interpretacié dels espectres atomics establia sense cap mena de dubte, 1’e-
xisténcia d’una série de nivells d’energia estacionaris en els atoms, perd d’una
forma indirecta considerant correcte el model de Bohr.

Al 1914, Frank i Hertz van confirmar directament l’existéncia d’aquests nivells
estacionaris mitjancant el que avui en dia es coneix com ’experiment de Franck-
Hertz. Aquest experiment es basava en un muntatge experimental que es mostra
a la Figura 1.10. (esquerra) i que expliquem a continuacié. El tub esta ple de
gas de mercuri (Hg) a baixa pressié. Aquest vapor de mercuri, a temperatura
ambient, té practicament tots els atoms en l’estat fonamental i, per tant, els
xocs interatomics no poden produir excitacions. Els electrons térmics emesos
pel filament, sén accelerats cap a I’anode pel potencial V que es crea entre
els electrodes i alguns travessaran els forats realitzats a ’anode i arribaran al
col-lector. Aixd només succeird quan ’energia cinética adquirida sigui suficient-
ment alta per superar el potencial de retard aplicat entre I’Anode i el col-lector.
Aleshores, la finalitat és mesurar el corrent d’electrons que arriben al col-lector
en funci6 del voltatge d’acceleracié V. Els resultats obtinguts els podem obser-

var a la Figura 1.10 (dreta).

Aixi doncs, observem que a baix voltatge el corrent creix amb el voltatge aplicat,
perd quan el voltatge supera els 4.9 V, el corrent cau sobtadament. Aix0 ens
determina que hi ha d’haver algun tipus d’interaccié especial entre els electrons
i els atoms de mercuri quan D'energia dels electrons és de 4.9 eV. Aparentment,
una fraccié significativa dels electrons d’aquesta energia, exciten els dtoms de
mercuri, cedint tota la seva energia cinética no podent superar el potencial de
retard. Quan el voltatge torna a augmentar, poden guanyar novament energia
suficient per arribar al col-lector. Aquesta pujada progressiva de corrent quan

aumentem el potencial de zero a 4.9 €V, ens indica que fins que no assoleixen
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Figura 1.10: Muntatge experimental de l’experiment de Franck-Hertz (esquer-
ra). Resultat experimental (dreta).

aquest valor, no poden transferir I’energia als atoms de Hg. Per tant, aquesta
interpretacié és consistent amb 'existéncia d’estats discrets ens els atoms, tenint

que els segiients pics de la grafica corresponen a dues o més absorcions.

1.2 Interpretacié de les regles de quantitzacio.
Model de Sommerfeld

Farem un breu incis pel que respecte als experiments que van donar origen a
formular la Mecanica Quantica, per després tornar amb un darrer experiment
que ja s’havia fet anys abans dels esmentats amb anterioritat.

Avaluant els darrers experiments presentats, cal interpretar les regles de quan-
titzacié presentades tant per Planck/Einstein i per Bohr. Aixi doncs, el gran
misteri esdevenia la qiiestié de la relacié entre la quantitzacié6 del moment an-
gular d’un electr6 en una orbita circular (Bohr) amb la quantitzacioé de 'energia
total d’un cos, com la d’un electré, que presenta un moviment harmonic simple
(Planck). Al 1916, Wilson i Sommerfeld van enunciar un conjunt de regles de
quantitzacié per a qualsevol sistema fisic tal que les seves coordenades fossin
funcions peridodiques del temps:

«Per a qualsevol sistema fisic en el qué les coordenades siguin funcions peri-
odiques del temps, existeix una condicié quantica per a cada coordenada tal

qué:
%pqdq =ngh (1.30)

»
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on realitzem la integral en un periode de la coordenada ¢® i n, és un nimero

quantic que pren valors sencers.

Mitjancant la regla de Wilson-Sommerfeld (1.30) podem determinar les lleis

de quantitzacié de Planck i de Bohr facilment:

E
ygpzdx =—=nh (1.31)
v
27
§£Ld9 = L/d9 =2nL =nh (1.32)
0

Una de les aplicacions més importants de les regles de quantitzacié de les regles
de quantitzacié de Wilson-Sommerfeld és el cas d’'un atom d’hidrogen en el qué
es suposa que l’electré pot moure’s en Orbites el-liptiques. Aixo ho va realitzar
Sommerfeld en el model que porta el seu nom: El MODEL DE SOMMERFELD;
en un intent d’explicar ’estructura fina de ’espectre de I’hidrogen. L’estructura
fina és un desdoblament de les linies espectrals en diverses components diferents

i que es presenta en tots els espectres atomics.

El primer que va fer Sommerfeld va ser avaluar el tamany i la forma de les
orbites el-liptiques permeses, aixi com ’energia total d’un electré en moure’s en
una d’elles. Un cop descrit el moviment, (amb formules de la mecanica classica),
en representacié de les coordenades polars r i 6, va aplicar les condicions de les

regles de quantitzacié per ambdues coordenades:

%prdr =n,h (1.33)
%Ldﬁ =ngh (1.34)

L’expressi6 1.34, ens exigeix la mateixa restriccié que per a les orbites circulars
en el model de Bohr, tenint ng = 1,2,3,...; perd la primera equacid, no és
aplicable a orbites circulars. Aix6 doncs, hem de relacionar L i la relacié entre

els semieixos major (a) i menor (b) de la el-lipse

L (% - 1) =n,h (1.35)
amb n, = 0,1,2,... . Fent servir la relacié6 que ens presenta la segona llei

8En aquest cas estem fent servir coordenades generalitzades presentades a les notes de
«Mecanica Classica» en la seccié de Mecanica analitica.
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de Newton entre la for¢ca de Coulomb i la centripeta (1.23), podem avaluar
els semieixos presentats i l’energia total d’un electrd en aquesta orbita. Per a
determinar aquestes expressions, expressem la massa de ’electré com la massa
reduida del sistema p i definim n = n,. 4+ ng, tal que n = 1,2, 3, ... per definicio

de n,ing. Aixi doncs, obtenim

n2h?
= — 1.
a W (1.36)
ng
b=a—2 1.37
o (1.37)
Z2%e4
B = k2t 1.
k T (1.38)

Aixi doncs, anomenem nombre quantic principal a n i nombre quantic
azimutal a ny L’expressié 1.37 ens determina la forma de I’orbita amb la re-
lacié d’aquests dos nombres, tenint que si aquests sén iguals, recuperem una
orbita ciruclar. Aixi doncs, podem observar que si estem en aquest cas, 1’ex-
pressi6 és la mateixa que la 1.27, corresponent al radi de Bohr, perd tenint en
compte que ara treballem amb massa nuclear finita.

Finalment, Sommerfeld va adonar-se’n que havia de realitzar correccions relati-
vistes a l’energia total, doncs la variaci6 relativista de la massa de ’electr6 era
de l'ordre dels desdoblaments en els estats d’energia de I’hidrogen, necessaris
per explicar Pestructura fina de I’espectre de I’hidrogen. Aixi doncs, determina
I’energia total d’un electrd en una oOrbita caracteritzada pels nombres quantics

. G uZ%et a?Z? 1 3
E=—-k o212 {1+ - e n (1.39)

és

Definint aixi o com la constant d’estructura fina, amb valor

e? 1 €2 1
a=k— = —~
he  4meg he 137

(1.40)

1.3 Principi d’exclusié de Pauli.

Per explicar que en atoms amb més d’un electrd, aquests no ocupen tots la
primera orbita, Pauli proposd que a cada estat atdmic només pot haver-hi dos

electrons. Més tard, la introducci6 d’un nou nombre quantic (I’espi de l’electrd
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s = £1/2) per explicar l'efecte Zeeman, va portar al PRINCIPI D’EXCLUSIO
DE PAULI

«Cada estat atomic, identificat per la série de nimeros quantics, pot ser

ocupat per un sol electré®»

Aixi doncs, anem a veure 'efecte Zeeman i com mostrar experimentalment

la quantificaci6 espacial (espi de l'electro).

1.3.1 Efecte Zeeman

A1 1897, Zeeman va descobrir que la preséncia de camps magnétics externs influ-
ia en el procés d’emissié de la radiaci6 electromagnética per atoms al observar
que, en un camp magnétic de 32-103Gauss, la linia blava del Cadmi donava
origen a un triplet de linies equidistants, coincidint la posicié de la linia central
amb l’emessa en abséncia de camp. Observant el mateix efecte en altres linies
d’altres elements, va trobar-se que la separaci6 entre linies era proporcional a la
intensitat del camp magnétic i independent de 'Atom. Aquest fenomen es co-
neix com ’efecte Zeeman normal i va ser explicat classicament per Lorentz al
1897. A finals d’aquell mateix any perd, Preston va observar que hi havia casos
en els qué el desdoblament diferia amb 1’observat per Zeeman; cadascuna de les
linies espectrals de ’estructura fina donaven lloc a multiplets de molt variada
multiplicitat quan la sotmetien a l’accié d’un camp magnétic. Tantmateix, en
alguns casos la distancia entre linies no només depenia del camp magnétic sind
també de la linia espectral considerada. Aquest efecte es coneix com l'efecte
Zeeman andmal. Aquest efecte no es va poder explicar correctament fins que
no va sorgir la regla de Wilson-Sommerfeld.

Aplicant aquestes regles a I’atom d’hidrogen, obtenim

51 eB

1
En,rw = _ill'l’(ZaC> o

—h 1.41
n?2  2mec s ( )

__ 0.511eV
= P

amb m, com la massa de I’electré i definint n,com el nombre quan-

tic magnétic.

Més endavant veurem que aix0 és cert per a tots els fermions.
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Figura 1.11: Esquema del muntatge experimental per a realitzar ’experiment
de Stern-Gerlach

1.3.2 Experiment de Stern-Gerlach: Espi de ’electré.

Malgrat 'efecte Zeeman demostra de forma indirecta l'existéncia d’una quanti-
ficaci6 espaial, Stern-Gerlach!?, al 1922, van aconseguir experimentalment mos-
trar directament la realitat d’aquesta quantificacié a partir del muntatge pre-

sentat a la Figura 1.11

L’experiment es basava en un feix de llum col-limat d’atoms de Plata, evaporant
aquest metall en un forn. Aquest feix en la direccio en 'eix de les z, entra en
un recipient practicament al buit que el sometem a un camp magnétic§ no
homogeni en la direccié de I’eix z amb un gradient gran en aquesta direccio.

Els atoms de plata sén paramagnétics, per tant, tenen un moment magnétic
romanent ﬁ Aleshores, en un camp magnétic, el centre de masses de I’atom
esta sotmes a la forga ? = ? (Bﬁ), dirigida al llarg de l’eix z i de valor

0B

pz%.- Sil és la longitud travessada pel feix sota I'accié del camp magnetic
i K l’energia cinética dels atoms, un atom s’haurd desviat lleugerament de la
direccié z un angle 6 = (’2‘—;([) %, essent la deflexi6 del feix proporcional a p..
Si p, pogués prendre qualsevol valor en Uinterval [—u, p], els impactes dels atoms
sobre una pantalla, després de passar pel camp magnétic, formarien una taca
allargada en la direccié de les z. No obstant aixd, en ’experiment observen
dues taques que coincideixen amb els extrems superior i inferior del que se es-
pera classicament. Aleshores, com la teoria de la suceptibilitat magnética de
Langevin estableix que el moment magnétic romanent ha de ser proporcional al

moment angular, es mostra que la projeccié del moment angular sobre l'eix de

10D’aquest experiment parlarem més endavant, en el Tema 3. Postulats de la Mecanica
Quantica.
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Figura 1.12: Taula periodica dels elements.

les z estad quantitzada, per tant, . també esta quantitzada.

Ara bé, si el moment angular fos un miltiple sencer ng de h, tal i com indiquen
les regles de quantificacio de Wilson-Sommerfeld, sempre apareixeria un nime-
ro imparell de franges i mai un numero parell com en el cas de plata. Aquesta
contradiccié només pot ser superada mitjancant la introduccié del concepte de

I’espin.

1.3.3 La Taula periodica

L’especificacié dels nombres quantics'! principal i orbital per a cada electr6é en
un atom s’anomena configuracié electronica. Aquesta configuracié electroni-
ca dels atoms es regeix pel principi d’exclusié de Pauli, i mitjangant el principi
d’exclusi6 i les restriccions dels nombres quantics, podem entendre fonamental-
ment 'estructura de la taula periodica. Com en la formacié dels atoms més
pesats van agregant-se nous electrons, aquests es disposen en aquells estats que

tenen l’energia total més baixa compatible amb el principi d’exclusié de Pauli.

Aixi doncs, Bohr va endevinar que existia una relacié directe entre les propietats

11 Aquests nombres quantics ara expressats com n;, els presentarem més endavant, al Tema
5. Mecanica Ondulatoria en tres dimensions; com a valors de n, I, m.
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quimiques de diferents atoms i el nombre d’electrons de valéncia (electrons en
lultim estat ocupat). D’aquesta manera, Bohr va donar una explicaci6é micros-
copica de la Taula Periodica (realitzada per Mendeléev (1890): El Liti (Li) es
comporta com I’hidrogen, els gasos nobles tenen totes les capes plenes, és a dir,

son inerts, ’Argo (Ar) és basicament estable i inert, etc.

Pels fisics de I’época, la part matematica del model de Bohr tenia molt sentit,
pero els postulats els hi semblaven arbitraris i sense fonament. La quantitza-
ci6 del moment angular es va veure amb les restriccions de Wilson-Sommerfeld,
perd per queé els electrons només poden emetre quan salten de nivells energe-
tics? Bohr confiava en el seu model i comptava amb el recolzament de les dades
experimentals; perd va ser Louis De Broglie qui va afegir, al model de Bohr, un

toc més explicatiu al model.

1.4 Longitud d’ona de De Broglie

Al voltant de 1923, De Broglie va proposar que no només la llum, sind també les
particules amb massa, tenien una ona associada amb longitud d’ona inversament

proporcional al moment, tal qué

(1.42)

SRS

Aquesta expressio té una demostracio directa per a la quantitzacié del moment

angular pel model de Bohr. Si tenim una orbita circular de radi r :

h
n\ = 2nr = n—:27rr :>L:mrv:n2—:nh
e

A la seva tesis va suggerir que es podrien observar patrons d’interferéncia o
difraccié amb electrons enviant-los a un cristall. Aquest fet es comprova expe-
rimentalment ’any 1927, de la ma de Davison, Germer i G.P. Thomson. Aixi
doncs, els electrons, com els fotons, responen a una cosa o a una altra, és a
dir, es comporten com ones o com particules, segons el tipus de pregunta que
els hi fem. Aquest punt és una altra confirmacié de la naturalesa de dualitat

ona-curpuscle.

Aixi doncs, presentem els darrers experiments fisics d’aquesta introduccié his-
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Figura 1.13: Esquema de 'experiment de la Doble escletxa de Young (1801)

torica, relacionats amb la llum en els anys pre-quantics; i en particules en el
procés de la formulacié de la mecanica quantica actual (Mecanica quantica an-

tiga o vella).

1.4.1 Experiment de la doble escletxa

Originalment, 'experiment de la doble escletxa el va realitzar Young al 1801,
amb ’objectiu de demostrar el caracter ondulatori de la llum. A grosso modo*?,
presentem ’experiment de Young amb un esquema del que succeeix i el patrd

d’intensitat que es pot veure a la Figura 1.13.

Aixi doncs, obtenim una condicié per maxims d’intensitat de

asin(f) = nA (1.43)

Aquest antic experiment perd, només considerava el caracter ondulatori de la
llum, pero la hipotesis de de Broglie presentava que aquest comportament, el
podien tenir també particules amb massa.

La prova elemental que va demostrar ’existéncia de les propietats ondulatories
de particules amb massa (els electrons en primer lloc), va ser en una part, ’ob-
servacio de la interferéncia i la difraccio dels electrons (Experiment de Davisson

i Germer i Experiment de Thomson).

12 Aquest experiment es pot veure en més detall a les notes d’Optica.
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Figura 1.14: Intensitat dels electrons difractats per a un voltatge de 54 V i
llangats perpendicularment contra el pla cristal-lografic (Niquel) respecte ’angle
de difraccié en coordenades polars.

1.4.1.1 Experiment de Davisson i Germer

A11927, C. J. Davisson i L. H. Germer, van determinar aquest caracter ondula-
tori de forma accidental quan estudiaven la dispersié dels electrons en un blanc
de niquel. Després d’escalfar el blanc per eliminar el recobriment d’oxid que
s’havia acomulat en la interrupcié accidental del sistema de buit, van observar
que la intensitat dels electrons dispersats expressada en funcié de ’angle de dis-
persio I(a), mostrava maxims i minims. El seu objectiu havia cristal-litzat i per
accident havien observat la difraccio dels electrons. Aleshores, van preprar un
objectiu composat per un monocristall de niquel per estudiar aquest fenomen.
Els electrons procedents d’un cané d’electrons es dirigeixen cap el cristall i es
detecten sota un cert angle o que es pot variar a voluntat. A la Figura 1.14 es
mostra un diagrama tipic observat, amb un pic de maxima dispersié per a un
angle de 502.

Aquest angle corresponent a la maxima intensitat de la dispersié de les ones per
un cristall depén de la longitud d’ona i de la separaci6 dels atoms en el cristall.
Aleshores, coneixent ’espaiat dels atoms del cristall utilitzat, es podia deter-
mina la longitud d’ona que produeix aquest maxim, obtenint el resultat que a
partir de 'equaci6 1.42, predeia De Broglie al considerar ’energia dels electrons
que estaven utilitzant. A més a més, van determinar que variant I’energia dels
electrons incidents, es podia modificar les longituds d’ona dels electrons i pro-
duir maxims i minims en les diferents posicions dels diagrames de difraccié. En

tots els casos, la longitud d’ona venia determinada per l'expressié 1.42.
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Figura 1.15: Patr6 d’interferéncia produit per un feix de particules de massa m.
Si el considerem com un corpuscle (esquerra) INCORRECTE. Comportament
ondulatori de les particules (dreta).

1.4.1.2 Experiment de Thomson

Una altra prova de la naturalesa ondulatoria dels electrons va ser la que va
proporcionar G. P. Thomson, també al 1927. Thomson va observar que la
difracci6 dels electrons en la transmissio a través de fines capes de metall, al estar
formades per cristalls infims col-locats a l’atzar, resulta un patré de difraccid
definit per a cada tipus de material. Per calcular la longitud d’ona associada a

cada material, s’utilitza la formula de Bragg

2d sin (@) = nA (1.44)

obtenint que els valors sén els mateixos que els que ens venen descrits per la

féormula de de Broglie.

Aixi doncs, en primer lloc, si realitzessim I’experiment de la doble escletxa
amb particules amb massa, el que ens pensavem que passaria és, que en la pan-
talla, al ser particules, ens presentaria un patré d’interferéncia amb dos pics,
corresponents a les dues escletxes tal i com es pot veure a la Figura 1.15 (es-
querra); pero el que realment s’observa, es que les particules tenen un caracter
ondulatori, presentant-nos en la pantalla un patré d’interferéncia com el que ens

presentava la llum (Figura 1.15 (dreta)).

Des de les hores fins a dia d’avui s’ha realitzat I’experiment de la doble escletxa,
no només amb llum, siné6 també amb particules amb massa. En la realitzacio

de I'experiment, s’han trobat les segiients interpretacions:
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1. Es pot disminuir el flux de les particules que arriba a les escletxes fins que
una sola particula arriba a cada instant i el patré d’interferéncia continua
apareixent. D’aquesta manera, el caracter ondulatori es pot demostrar
per un sol electrd, atom o molécula; tenint que la particula "passa" per
les dues escletxes a la vegada i, per tant, una particula (ona de matéria)

interfereix amb ella mateixa.

2. Lalongitud d’ona de matéria ve determinada pel moment lineal de la par-
ticula a partir de la relaci6 de de De Broglie (expressi6 1.42), no per la

grandaria de la particula.

3. Si esbrinem per quina escletxa passa la particula, el patré d’interferéncia
desapareix comportant-se com un corpuscle. En aquest cas observariem
un patr6 de difraccié com el de la Figura 1.15 (esquerra), no podent veure

simultaniament el caracter ona/curpuscle de la particula.

4. Conseqiientment, no ens és possible determinar la posici6 de la particula,
és a dir, lescletxa, sense modificar el patré d’interferéncia. Per tant, el
procés de mesura és crucial a la quantica:

- Es invasiu: Els estats abans i després de la mesura soén completaments
diferents.

- Déna resultats aleatoris: La Mecanica Quantica només pot donar les
probabilitats.

Finalment, de Broglie, adoptant la seva hipotesis va trobar una explicacié a la
quantitzacié del moment angular presentat per Bohr. Quan un electré es mou
al voltant d’un atom, la seva ona associada és estacionaria, ja que si no f6s aixi,
lefecte total de multiples voltes es cancel-laria. Si relacionem la longitud d’ona
de de Broglie amb nA\ = 2m; obtenim directament la quantitzacié del moment

angular, explicant-nos a més a més, el factor de 2.

Tot i aixi, aquesta interpretacié de les orbites de Bohr en termes d’ones estaci-
onaries va resultar ser incorrecte, perd el comportament ondulatori d’objectes
amb massa s’ha demostrat experimentalment i la relacié entre el moment lineal

i la longitud d’ona segueix essent valida.
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1.5 Gedanken-Experiment

Per finalitzar aquest primer capitol, presentarem alguns dels gedanken experi-
ments (experiments mentals) que es van plantejar a I’época a causa dels «dile-

mes» que va presentar I’inici de la teoria quantica.

1.5.1 El Gat de Schrédinger

Comengarem amb un dels experiments mentals més famosos de la Mecanica
Quantica: El Gat de Schréodinger. Aquest experiment el va publicar el fisic
ERWIN SCHRODINGER per tal d’il-lustrar la complexitat de traduir les con-
seqiiéncies d’esdeveniments subatomics a sistemes macroscopics.

L’experiment consisteix en posar un gat viu dins d’una caixa d’acer tancada i
opaca, juntament amb un comptador Geiger i una certa quantitat d’una subs-
tancia radioactiva que ens assegura que al cap d’una hora, hi haurd un 50%
de probabilitats que com a minim un dels atoms es desintegri i un 50% de que
no. Si es desintegra, el comptador Geiger acciona un mecanisme que trenca un
flascé d’acid cianhidric que matara el gat. En aquest escenari, tant el gat com
la particula depenen d’un sistema regit per les lleis de la Mecanica Quantica.
Seguint el principi d’incertesa, mentre no obrim la caixa, el gat és viu i alhora
mort.

El que succeeix és que estem (I’entorn) mirant al gat continuament preguntant-li
si és viu o mort a la vegada. Si observem dins la caixa al cap d’una hora, l'estat
del sistema canvia al mirar-lo (mesurar-lo). Aleshores es produeix un col-lapse
quantic, tenint que estara viu amb probabilitat 1/2 i mort amb probabilitat 1/2.

Tenim diferents interpretacions que s’han presentat al llarg dels anys:

e Seguint la interpretacié6 de Copenhaguen, en el moment en qué s’obre la
caixa, la sola acci6 d’observar modifica I’estat del sistema, tal que ara s’ob-
serva un gat viu o mort. Aquest col-lapse de la funcié d’ona és irreversible
i inevitable en un procés de mesura i depén de la propietat observada. Es
una aproximacié pragmatica al problema, que considera el col-lapse com
una realitat fisica sense justificar-ho completament. El postulat IV de la
Mecanica Quantica expressa com evoluciona l’estat quantic després d’un
procés irreversible de la mesura'®. Es a dir, si després d’observar, tornem
a preguntar si és viu o mort, em dira amb probabilitat 1 ’estat en que es

trobava en la primera vegada que 1’observem.

13Tots aquests conceptes els veurem més endavant
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e La interpretacié dels molts mons, formulada per Hugh Everett al 1957,
el procés de mesura suposa una ramificacié en ’evolucié temporal de la
funcié d’ona. El gat és viu i mort alhora, perd en branques diferents de
I’univers: Totes dues sén reals, pero incapaces d’interactuar entre si a cau-

sa de la descoheréncia quantica.

¢ Finalment, la interpretacié del col-lapse objectiu, la superposicié d’estats
es destrueix malgrat que no es produeixi observacio, diferint les teori-
es sobre quina és la magnitud fisica que provoca la destruccié (temps,
gravitacio, temperatures, termes no lineals en ’observable corresponent).
Aquesta destruccio és el que evita les branques que apareixen en la teoria
dels molts mons. La paraula «objectiuy procedeix del fet que, en aquesta
interpretacid, tant la funcié d’ona com el seu col-lapse son «realsy, en el
sentit ontologic. En la interpretacié dels molts mons, el col-lapse no és

objectiu i en la de Copenhaguen és una hipotesi ad hoc.

1.5.2 Microscopi de Heisenberg

En Pexperiment mental del microscopi de Heisenberg, un foté incideix sobre un
electr6 i després arriba al microscopi, perd per detectar la posicié de electrd
amb molta precisio, fa falta un fot6 amb molta energia: un foté de radiacio
gamma. Quan aquest fot6 molt energétic xoca amb D’electro, ’envia disparat
cap a una direccié determinada, independentment de la velocitat que tingués

abans.

Si fem un raonament més expressiu, d’optica sabem que el poder separador

d’un microscopi és'*

A

Az ~
T Sin (6)

(1.45)

essent § I'angle que es forma entre ’eix Optic de la lent del microscopi i el feix

radial que focalitza en 1’electro.

Per altra banda, de I'efecte Compton, I’electrdé adquireix un moment lineal

+Ap, ~ :I:% sin (0) (1.46)

14Es pot consultar a les notes d’Optica
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Aleshores, relacionant els dos termes, obtenim

Ap, Az =~ h (1.47)

Aquesta expressié ens sortird més endevant, amb una demostracié més estricta
i de forma matematica, amb consideracions totalment quantiques i no semi-
classiques; arribant al PRINCIPI D’INDETERMINACIO DE HEISENBERG
(1927):

Ap, Az > (1.48)

| S

1.5.3 Bombes Elitzur-Vaidman. Interferometre de Mach-
Zehnder

El darrer experiment mental que presentem és el de les bombes d’Elitzur-
Vaidman. Aquest experiment el van proposar al 1993 Avshalom Elitzur i Lev
Vaidman i va ser construit i provat amb éxit un detector de bombes real I’any
segiient. Per realitzar-lo s’utilitza un interferometre de Mach-Zehnder per a de-
terminar si ha tingut lloc certa mesura.

El problema consisteix en considerar un conjunt de bombes, entre les quals n’hi
ha de falses i de reals. Suposem que aquestes bombes tenen una caracteristica
especial: Les bombes reals tenen un sensor accionat per fotons que fara detonar
la bomba quan s’absorbeixi un foto i les falses no tenen el sensor, per tant, no
explotaran mai i deixaran passar el fot sense interferir amb ell de cap manera.
Per tant, el problema esdevé com detectar les bombes vertaderes sense haver de
detonar-les. Sifem interaccionar un foté amb cada bomba, les reals explotaran i
les falses romandran intactes; d’aquesta manera podrem saber quines sén quines

pero aixo faria detonar totes les bombes reals.

La solucié a aquest problema es troba en l’observacié del diferent comporta-
ment dels fotons depenent de si tenim una bomba o una altra, la qual cosa
ens permetrd distingir un determinat percentatge de bombes reals. Aleshores,
I’experiment es realitzard amb un interferometre de Mach-Zehnder i una font de
llum que emet fotons d’un en un (A la Figura 1.16 es mostra un esquema del

muntatge experimental i d’aquest interferometre).

Quan un foté emés per la font de llum arriba a un semimirall, té la mateixa
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£ RN

Figura 1.16: Diagrama del detector de bombes.

probabilitat (50%) de passar a través com de ser-ne reflectit. Si col-loquem
una bomba que s’interposi en un dels camins del fot6 i aquesta és falsa, el foto
passard a través d’ella sense ser alterat. Quan l'estat d’un foto és alterat de
manera no determinista, com quan interacciona amb un semimirall, tindrem
una superposicié quantica. Es a dir, el foté estara en els dos possibles estats i
podra interferir amb si mateix. Aquest fenomen continuara fins que no hi hagi
res que interaccioni amb ell, cosa que produira el col-lapse de la funcié d’ona i
el retorn del fot6 a un estat determinista.

En emetre un foto, I’«ona de probabilitaty del foté travessara alhora el semimi-
rall (cami inferior) i es reflectird (cami superior). Depenent de si la bomba és
real o falsa, succeeiran coses diferents. Si la bomba és falsa, no absorbira el foto
i 'ona continuara per litinerari inferior dins al segon semimirall, on es trobara
amb ’ona superior i es produird una auto-interferéncia. Aquesta interferéncia
serd constructiva al llarg de la trajectoria horitzontal que va a parar al detector
de fotons D i sera destructiva al llarg de la trajectoria vertical que surt cap al
detector C. Per tant, el D observara un foté i el C no. Si la bomba és real,
tindrem en el trajecte un observador (detector) que produira un col-lapse de la
funcié d’ona, aleshores el foté haura de trobar-se o bé en l'itinerari inferior o bé
al superior (amb 50% de probabilitat d’un o altre); perd en ambdos casos, tal i
com succeia abans. Si el foto es troba al itinerari inferior, com la bomba és real,
el fotd serd absorbit i la bomba explotara i si es troba en el superior, no interac-
cionara, arribant aixi fins al segon semimirall. D’aquesta manera, com el foto
no haura pogut passar pel cami inferior, no hi haura cap mena d’interferéncia.
Ara el fot6 podra o bé travessar el semimirall cap a D o bé ser reflectit cap a

C, aixi, un dels dos detectors detectara la preséncia del fotd. Si és el C qui el
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detecta, podrem afirmar que la bomba és real i per tant hi ha un observador
(bomba) al cami inferior; ja que si fos falsa, s’hagués produit interferéncia des-
tructiva impedint que el fot6 fés detectat per C.

Amb aquest procés, el 25% de les bombes reals poden ser identificades sense
ser destruides, mentre que el 50% de les bombes reals es destrueixen i el 25%
restant queden sense identificar. Si repetim el procés amb les bombes reals sense
identificar, el percentatge de bombes reals detectades sense ser destruides s’a-

costa al 33% de la poblaci6 inicial de bombes reals.

Tornant amb el cas del Gat de Schrodinger, perd relacionat amb aquest expe-
riment, ho podem entendre d’una forma conceptual a través de la interpretacio
d’universos paral-lels de Hugh Everett. La superposicié d’estats és analoga a
tenir universos paral-lels per a cada un dels estats del fot6. Aleshores, quan un
foto es troba amb un semimirall, en un dels universos el travessa mentre que
en un altre es reflecteix. Aquests dos universos estan completament separats
excepte per la particula en superposicié. El foté que passa a través del mirall
en un univers pot interaccionar amb el foté reflectit en ell en 'altre univers i
per tant, els fotons continuaran interaccionant entre ells fins que un observador
d’un dels universos mesuri ’estat d’un dels fotons.

Aixi doncs, fins aqui s’acaba el que s’anomena la mecanica quantica antiga (o
vella), exceptuant alguns dels Gedankel-experiments que hem explicat. Aqusta
teoria es va derivar de manera que modificaven elements conflictius de la Meca-
nica Classica a mesura que anaven apareixent. Amb aix0, hi van haver algunes
idees que no van estar del tot encertades, com que no determina el temps de
les transicions electroniques o la intensitat de les linies espectrals, ’extensio de
Wilson-Sommerfeld només és valida en sistemes periddics, perd molts dels sis-
temes fisics no ho sén, el model de Bohr erra per atoms multielectronics o la
interpretacié de de Broglie, que no sempre és possible. No obstant aix0, també
hi va haver moltes idees que si ho van estar, com la formula de Balmer, i en
efecte I'espectre de I’hidrogen i similars, nimeros quantics i regles de seleccid,
I’explicacié de la taula periodica, el principi d’exclusié de Pauli, la relacié entre
la longitud d’ona i el moment (longitud d’ona de de Broglie), etc.

Pero a partir d’aqui, cap al 1925, es comenca a gestar la Mecanica Quantica
que coneixem gracies a Dirac, amb una formulacié algebraica; Heisenberg, Born
i Jordan, amb la Mecanica Matricial, Schrédinger, que al tenir que particules
amb massa es comporten també com a ones va formular la Mecanica Ondulato-
ria i Born, jugant un paper clau en la interpretacio de la funcié d’ona com una

amplitud de probabilitat .



CAPITOL 1. ORIGENS HISTORICS I ASPECTES GENERALS. 47

Aixi doncs, ens acomiadem de la Mecanica Quantica antiga per deixar pas a
la Mecanica Quantica «novay; perd abans realitzarem una parada al segiient
tema per presentar una base matematica i un espai matematic adequat, per
poder assolir tots els conceptes que ens presenta aquesta Fisica tan fascinant

que ’hem descobert des de fa relativament poc.



CAPITOL 1. ORIGENS HISTORICS I ASPECTES GENERALS. 48



CAPITOL 1. ORIGENS HISTORICS I ASPECTES GENERALS. 49



Part 11

Base matematica 1 Postulats

50



o1

En aquest segon bloc de les notes de Mecanica Quantica, presentarem les ei-
nes matematiques que necessitarem per entendre tota la formulacié de la teoria
quantica. Treballarem en un espai de HILBERT, pel qué tindrem en compte la
formulaci6 del conjunt dels complexes. Aqui observarem el significat dels bras i
els kets i totes les propietats que comporta aquesta notacié vectorial (i per tant,

matricial) dels sistemes.

Definirem que son els observables i determinarem perqué és important tenir en
compte amb quin d’aquests observables es mesura un estat quantic, doncs de-

penent de com l’observem es comportara d’'una manera a una altra.

Es important tenir un coneixement previ de ’lgebra lineal, doncs qualsevol
operacié que realitzem serd a partir d’una notacié en matrius i en espais. De
totes maneres, presentarem nocions basiques d’aquesta branca de la matematica,
per a qué els conceptes formals d’operacions que veurem al llarg de totes les notes

no vinguin ’caiguts del cel’.



Capitol 2

Formulisme matematic de la

Mecanica Quantica

Com hem comentat, els objectes matematics basics que utilitzarem seran els
bras i kets, que al cap i a la fi seran valors i vectors d’estat i els observables, que
es correspondran a unes operacions lineals que ens transformaran ’estat quantic
del nostre sistema. Utilitzarem el formulisme de DIRAC per poder facilitar els
calculs, doncs aquest és equivalent al formulisme de HEISENBERG, amb el que
treballa amb matrius; o bé al formulisme de funcions d’ona de SCHRODINGER.
Aixi doncs, anem a comencar amb els conceptes més basics dels elements mate-

matics que necesitem.

2.1 Bras i kets

Nosaltres treballarem sobre un espai vectorial o un espai de HILBERT H, doncs
els elements basics d’aquest espai son els vectors kets, representats matemati-
cament com |p). Definim correctament aquest espai amb les seves propietats

matematiques:

1. L’espai de HILBERT és un espai vectorial sobre el cos dels nombres com-

plexes C.

e Un cos és un anell commutatiu (F),*, +) tal que els elements neutres de la
suma i la multiplicacié no sén iguals i tots els elements llevat el zero tenen
invers.

Els nombres complexes' els podem expressar com z = a + ib = re’?. El

1Ja varem veure una breu introduccié als nombres complexes a les notes d’Optica

52
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modul de z ens ve definit com|z | = v/zz* = r, on hem introduit el con-
cepte de z* corresponent al complex conjugat de z. El complex conjugat

d’un nombre complex z = a+1ib = re’? ve definit com z* = a—ib = re .

Com bé sabem, el cos dels nombres reals és un subcos del cos dels nombres
complexes, és a dir, el conjunt dels reals estd contingut en el dels com-
plexes R C C. Aleshores, un nombre complexe z com el que hem definit
abans, estd composat per una part real i una altra imaginaria, de tal ma-
nera que z sera real si b = 0 « ¢ = 0, 7. Malgrat sembli una cosa molt
evident, aix0 és de vital importancia, doncs els nombres reals ens calen

per expressar probabilitats, resultats de mesures,...

e Un espai vectorial V' sobre el cos F' és un conjunt que respecte la suma
vectorial (Ju) + |v)) iel producte respecte un escalar (a-|v) = a |v)) amb
lu),|v) €V ; a € F satisfa les segiients operacions:

(@)u)+v)yeV

(b) Propietat associativa: |u) + (Jv) + |w)) = (Ju) + |v)) + |w)

(c) Propietat commutativa: |u) + |v) =|v) + |u)

(d) Existeix vector nul 0: [v) +0=0+|v) =|v)V|v) eV

(e) Existeix invers respecte la suma:|v) 4+ (—|v)) =0; V]jv) e V

(f) Pels escalars a, b € F:a-|v) € Vi a-(b-|v)) = (axb)-|v); 1jv) =

0)5 @ (ju) + o) =a-u) +a-Jo); (@+b) o) =a-lo) +b:Jo)

2. Esta dotat d’un producte intern (o escalar): Una funcié f(|¢),|¢)) que
denotarem com el «Bracket » (1 |¢) i aquesta assigna un numero complexe a
tota parella de vectors de ’espai i que compleix les propietats seguents:

(a) Linealitat: (@] (a[v1) +bt2)) = a(¢] ¢1) + b(o] ¥2)

(b) Positivitat: (| ¢) >0

(c) Hermiticitat (¢ |¢) = (¢ [1)"

3. Complet en la norma |||¢)] = 1/(¥| ¥). Aquest és un punt rellevant en
espais de dimensié finita que no veurem fins més endavant. Per tant, a partir
d’aqui podem deduir que un espai vectorial H és complet si i només si tota

successio de Cauchy convergeix a H.?

A més a més, un espai de Hilbert pot ser separable i ho serd quan admeti

2Una successio de Cauchy és un conjunt d’elements {|z,)} que compleix que Ve > 03M )
tal que |||zn) — [zm)|l < & Vn,m > M.
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una base hilbertiana. Una base hilbertiana és un sistema de vectors que

construeix una base de I’espai de Hilbert essent ortonormal, total i numerable.

Aquestes propietets no séon gens fortuites, doncs ens descriuen propietats tan
fonamentals de la mecanica quantica com ara el principi de superposicio. Si con-
siderem |9 ), |¢ ) € H com estats possiblesi a, 8 € C, aleshores podem construir
un nou estat (vector en l’espai de Hilbert) realitzant una combinaci6 lineal entre
aquests que pertanyen a lespai de Hilbert, tal que |¢) = a|¢) + B|p) € H;

tenint aixi una superposicioé de dos estats.

La dimensié de I'espai vectorial pot ser finita, infinita numerable o infinita no
numerable. En el segon cas, és facil extrapolar al cas finit i en el darrer, séon
els espais de Hilbert propiament dits. En prinicpi pero, la nostra suposicié sera
considerar que treballem sobre un espai de Hilbert finit, de dimensié N; encara
que la major part que veurem també serad valid, amb alguns matisos, per casos

de dimensi6 infinita.
Finalment, definim una base ortogonal de ’espai com {\ej )fil} i que té les

seglients propietats:

i) {|e; )} son linealment independents.
i) V) €M, Iy €C W) =N aile;)
i4i) Tenen la propietat d’ortogonalitat (e;| e;) = d;;, Vi, j
Aixi doncs, un ket |¢)) es pot representar com un vector columna, tal qué

851

anN

on els coeficients o; € C. Una representacié equivalent per expressar el ket

és la presentada a la definici6 de base ortogonal, a la propietat i): |[¢) =

N
Dimy ilei).

De la mateixa manera, definim el dual o 'adjunt d’un ket que és un bra (¢|,
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essent un element de ’espai dual H* i és representa com un vector fila

<w|:(a§, ab, .. ajv) (2.2)

Que, tal i com el ket, el podem escriure com (| = vazl o (e;], o bé també

com (9] = (|v))".

Per acabar amb aquesta breu notacié i per acabar de donar una petita pin-
zellada a I’espai de Hilbert, definirem uns petits conceptes que necessitarem per

més endavant també?.

Aixi doncs, definim I2 com l’espai de les successions numériques de quadrat

absolutament sumable, tal queé

2= {(/\1, A2y ooy Aks )5 A €C, D I[P < oo}

k=1

Aleshores, 12 és isomorf a E[za »)» tal que definim L[za ») com l'espai de les funcions
complexes de variable real de quadrat absolutament sumable a U'interval [a, b]:

b

/ |f(@)]>dz €R (2.3)

a (L)

Quan diem que sigui de quadrat absolutament sumable, ho diem en el sentit de
la integral de Lebesgue. Aquesta integral la podem definir com: «Donada una
funcio f direm que és integrable de Lebesgue a 'interval [a, b] si existeix fy
(iguals Vz € [a, blexcepte, com a molt, un namero infinit numerable de punts

tal que f és integrable Riemann en aquest interval tal que

b

b
f(z)dz = / f(z)dx (2.4)
a(R)

a(£)

Finalment, tornant al penultim punt en el qué definiem els bras i els kets, ens

centrarem a definir el producte intern i extern.

3 Aquesta notaci6 de la «daga t» la presentarem i definirem unes seccions més endavant.
4Concretament en el Tema 4. Mecanica Ondulatoria (o de Schrédinger) Unidimensional,
en la seccié de Postulats i eines basiques.
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2.2 Producte intern i producte extern

Donats dos vectors |1) i |¢), que segons 'equacié 2.1, tenim

o B1
o B2

lv) = ;o) = (2.5)
an BN

escriurem el seu producte intern (o producte escalar) com un bracket, tal qué

B
o
N
<w|¢>:(a}‘, as, oL a*N) ' ZZaf,@iEC (2.6)
: i=1
BN

Com bé hem vist en les propietats del nostre espai vectorial, en el producte
intern (punt 2) tenim la propietat de positivitat i en el punt 3 definim la norma.

Aixi doncs, la norma sempre serd positival||y)| = /(¢] ¢¥) = va lag]* > 0,
amb la excepci6 del vector nul que té norma zero. Aleshores, direm que [¢)
estd normalitzat si (¢| 1) = 11 que dos vectors son ortogonals si (] 1) = 0.
A més a més, cal remarcar que el producte intern és independent de la base
escollida per representar els vectors.

Tantmateix, definim el producte extern (o didactic) com

a1 afy . .. By
el =1 - (8 - -, By )= : . . (2.7)

an anBi . . . anfiy

que com ja veurem més endavant, a vegades és convenient expressar les operaci-
ons lineals com a combinaci6 lineal de productes externs. Aixi doncs, estudiarem
els Operadors lineals i definirem dos operacions importants en ’avaluacié de dos

sistemes i que utilitzarem molt en la Mecanica Matricial.
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2.3 Operadors lineals

Un operador lineal A és un operador que donada una base, es pot escriure com

una matriu

A11 R AIN

D>>
Il
1
S
<
—
[\
0
z

ANl S ANN

i té la funcié de transformar-nos vectors en vectors, de tal manera que per a
tots a,b € C1i tots |11), [1)2) € H es compleix

A(a ) +bv2)) = aA lih1) + bA [1ho) (2.9)

Si escollim la base ortonorma1{|ej >£\;1}7 podem escriure I'operador lineal de la

forma de descomposicié espectral tal que

N
A=Y Ajles) (el (2.10)

i,5=1

on podem observar que els elements de matriu venen determinats per A;; =
(e A lej); és a dir, que un operador queda totalment descrit si s’especifica la

seva accid sobre tots els elements d’una base.

Fins ara, hem observat com actua un operador sobre un vector ket, si ens fixem

com actua sobre un bra, obtindrem per tot i) i (¢|que:

(401 4) 1v) = (@l (A1)

Anem a veure un exemple de I’expressié (2.10) i de bases. Imaginem que volem
que en un vector ens doni una base tal que |e;) — [v()) amb l'objectiu de fer
un «filtratge». Aleshores, operem de dreta a esquerra i el (e;| ens sel-lecciona
nomeés els |e;) i quan apareix, ens l'envia a la base |v(j)>, de manera que si
avaluem ’expressio (2.10) tindriem
N
A=Y ‘v(j)> (es

Jj=1
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A continuacié definirem els conceptes d’operador adjunt i operador identitat.
Sigui un operador A que transforma un vector arbitrari [¢) en |¢) = A [).
Aleshores, I'operador adjunt A! és aquell que transforma els vectors duals
corresponents, tenint (¢| = (| AT

Per ’obtenci6 de I'operador adjunt en una base donada, realitzarem la transpo-

sicié i conjugacié de la matriu (2.8), és a dir (/U) = (fl) . Veiem-ho:

17 Ji

a b ¢ d e ... a* o
a B v & € . bt pB*
- Ny

Alguns casos o propietats de 'operador adjunt o «dagay» soén els segiients:
1. L’adjunt d’un producte de dos operadors® és (AB)" = B AT
2. L’adjunt d’un vector o estat és WJ)T = (¢|.
3. L’adjunt d’un producte extern és (|¢) ()" = |1) (4.
4. L’adjunt del producte entre un escalar i un operador és (aA)T =a*Af.

5. L’adjunt del producte d’un operador i un estat és (A |1/)>)T = (| AT.

L’altre operador de gran utilitat a I’hora de fer calculs és 'operador identitat
o unitat I. Aquest operador fa la funcioé que ja coneixem de I’adlgebra i matrius:
transformar un vector arbitrari en ell mateix, és a dir I|y) = |¢), V|¢). En
aplicar 'operador unitat pero, ens determinara un vector (matriu) en qué només
sobreviuen els mateixos subindex, és a dir, ens creard una identitat. Per tant,
és facil veure que aquest operador pren la mateixa forma independentment de

la base escollida, tenint la resolicié de la identitat com
N N
I=>lei) (eil = > 1&:) (éil (2.11)
i=1 i=1

essent |€;) una base ortonormal igual de valida.

5A vegades, els operadors els mostrarem sense el barret, és a dir A = A, per alleugerar la
notaci6. Aixd perd és un abus de llenguatge, doncs amb barret és un operador i sense és un
observable (ho veurem més endavant).
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De l’equacié (2.11) , podem deduir que els coeficients dels estats |¢) venen
determinats per a; = (e;[1) de la segiient manera:

) =1[) = (Ze» <> ) =D leid Gesl ) = D (esl w) lea) = 3 avilex)

i=1 i=1 i=1

De la mateixa manera, amb 'altra base haguéssim obtingut el mateix perd com

a coeficients un altre valor &;.
Per acabar amb la descripcié d’aquest operador, gracies a aquest, podem de-

mostrar ’expressio (2.10) o la descomposicié espectral en la base desitjada de

la manera segiient

A

IAI = e;) (e; e:) (e = e;) (el Ales) (eq] =
(ZI |> Z\a (€51 sz:l ) ( IA” i) (el
= D Aijle) (el

%]

2.4 Operadors hermitics i diagonalitzacid

Es defineix un operador auto-adjunt o hermitic quan podem escriure A = Af.
Val a dir pero, que els termes d’auto-adjunt i hermitic no sén el mateix. Aixi
)= (oo} 1m

operador hermitic serd auto-adjunt sempre i quan el domini de A sigui igual al

doncs, un operador hermitic és aquell que compleix <1,ZJ‘A

domini de A' i cert en dimensi6 finita. Per contra, sempre es compleix que si

un operador és auto-adjunt (A = AT), també sera hermitic.

Aleshores, quan un operador hermitic és normal (ATA = AA")® sempre po-

N
¢i>} anomenada base propia, tal que
i=1

dem trobar una base ortonormal {

N
A= Zai |p:) (il (2.12)

Com la representacié matricial en la base escollida sera diagonal, tindrem un
operador en qué els tinics elements no nuls es trobaran a la diagonal (A4;; = d;;a;),
i els vectors de la base |¢;) son els estats, autovectors o vectors propis i els coe-

ficients a; son els autovalors o valors propis i compleixen

Alg) = ai|¢s) (2.13)

6Per tant, també serd diagonalitzable.
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A meés a més, els valors propis dels operadors hermitics pertanyen al conjunt R

i els vectors propis ortogonals.

Imaginem-nos ara que tenim dos valors propis iguals a; = as amb vectors
propis ’gbl) i |¢2>, aleshores, qualsevol combinacié lineal dels vectors propis
[4) = a|p1) + B|o2), satisfard Pequaci6 (2.13) amb i = 1,2.

2.4.1 Degeneraci6

Ara ens podem plantejar el fet de que un valor propi tingui el mateix valor
per a diferents vectors propis. En aquest cas, es diu que el valor propi ag és
degenerat si J ‘¢él)> , 82)> e ‘¢(()k)> tal que A ‘¢61)> = ag ’¢E)1)> , A ’¢82)> =
ag ‘¢(()2)> LA ’¢ék)> =ag ’¢ék)>, on k és el grau de degeneracio i <¢(()i) ’¢éj)> =

]

Notem que |¢> = Zle oy

Nk

ap ; en altres paraules, tenim un subespai {’¢él)>} degenerat amb valor pro-
i=1

pi ag-

Al realitzar un canvi de base en una base donada per definir un altre espai de

éi)> i /1|1/1) = agp|¢) és propi amb valor propi

representacié vectorial, hem de realitzar una projeccié als subespais invariants i
fent una operacio lineal als subespais per obtenir la nova matriu de base diferent.
Aleshores, si reagrupem els termes degenerats de l’expressio (2.12), arribarem

al que es coneix com la descomposicio espectral d’un operador normal

A=>"a;P (2.14)

on {|aj>};n:1 son els valors propis sense repeticions (a; # a;) i els P; son els pro-
jectors ortogonals <Pipj =0y, Pj) dels subespais invariants en qué P; = ZLI

tal que ]5]2 = P;.

Els projectors {Pj}, projecten un vector donat al subespai generat pels vec-
tors propis corresponents. Per exemple, si |¢x) 1 |¢;) son els tinics vectors propis
de I'operador A amb valor propi ay, aleshores P, = |dk) <¢k| + o) <¢l|.

Pensem ara altra vegada en el cas no degenerat. En aquest cas, el projector sera
=1
—

P, = |¢;) (¢s P? = (I¢5) (i) (I1005) (@i|) = | (@i |di)(i| = |oi) {di| = P; -

A0 (o

)
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Si ara avaluem el cas doblement degenerat Py = ’¢él)> <¢él)| + ’¢62)> <¢é2)| -
P:="P,.

Per tant, si escollim la base adequada, podem facilitar la seleccio amb la base

propioa, de manera que

a0 0 0
0 0 0 0
{lony=A1 o 0
0 0 0 0
0 0 0 ag

tal que només tenim una matriu en membres de la diagonal.

Si el vector esta el més degenerat possible, qualsevol base serd correcte, doncs

I’operador que ens relaciona és la identitat:

L fs) = Nilfa)

doncs I2 =T és un projector en tot l’espai.
Si volem realitzar una representacié matricial dels projectors en degeneracio,

podem repetir elements (valors propis) en la diagonal, és a dir, imaginem que

tenim un operador

A=ag|¢1) (d1] + ao |92) (2| + a1 |¢3) (93]

aleshores, la seva representacié matricial sera

aop 0 0
I 0
N EERANC 219

0 ay
0 0 a1

on ’element de la matriu requadrat correspon a una <«taula» on viuen els ele-

ments degenerats de 'operador amb valor propi ag. Aleshores, el projector del
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nostre operador sera

Py =

o O =
o = O
o O O

tal que si no vius a la taula et projecta i si hi vius no et fa res.

2.4.2 Commutacio

El producte d’operadors lineals (o matrius) no és commutatiu, és a dir, en ge-
neral AB =+ BA. Per tant el commutador entre dos operadors serd tipicament,
un operador no nul i quan sigui nul, direm que els operadors AiB commuten,

definint la, commutacié com:
[/L B} — AB - BA (2.16)
Gracies a aquesta propietat, quan dues matrius hermitiques commuten, existeix

una base que és propia (ortonormal) d’ambdues simultaniament”. Anem a de-

mostrar aquest aspecte.

Siguin A = S a;|¢:) (¢:] i B = S bi|yi) (] dos operadors lineals que com-
muten, per tant, existeix una base comu {|¢;)} propia de A i B, aleshores

Alpi) = ailgi) = BA|pi) = a;B|di) = aibi|ds)
=bi|d:)

Bloi) = bilgs) = AB|¢;) = bjA|di) = aib; |p;)
=a;|¢i)

Y |bi)-

Per tant, si es compleix [/1, B} |¢;) = 0; Vi, per a qualsevol vector |[¢)) =
Zi (67 |¢Z> tenim

{A, B} ) = {A, B} <Z o |¢i>> = Zai [1‘17 B} |¢i) =0

K3 N— e’
=04, B]=0

"Es a dir, les podem diagonalitzar simultaniament.
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Aleshores, demostrem que existeix una base comuna {|¢;) } sempre i quan [/Al, 3} =
0.

A continuaci6é avaluarem el cas no degenerat i el degenerat en la commuta-

ci6 per representar el concepte de base comuna:
(a) Cas no degenerat

En el cas no degenerat tenim a; # a;; b; # b; Vi # j, i per tant, al com-

mutar
=[ti) =ai|¢:)

—~ —
AB|¢i) = BAl|g;) = a;B|gi) = a; |¢hi)

és a dir, A|Y;) = a; |W;) 1 |;) = B¢;) és propi de A amb valor propi a;. En
conseqiiéncia, si B|¢;) = ¢;|$i), com és propi de A, qualsevol estat |¢;) serd
propi de 4 i podem afegir un terme constant ¢; que ens dona informacié de com
manipular (dil-latant o contraient) el nostre vector de la base. A més a meés,
ens diu que |¢;) és propi de B amb valor propi ¢; = b;, tenint que la base de A
també és propia de B, doncs {fl, 3} =0.

(b) Cas degenerat

Si avaluem el cas degenerat, tindrem que el primer pas serd el mateix, arri-
bant a A|y;) = a;B|¢;) = a;|¢;). Si aixo es compleix, |¢;) ha de ser una

combinaci6 lineal dels valors propis i per tant, ha de complir

) = D arlel”)

o) = ai o)

A

amb [ =1,2,...k ik com el grau de degeneracié.

Aleshores, si B|¢;) = 1) = >, 1

¢§l)>, podem definir By, = <¢El)‘ B )d)](cl)>

- k
que si la diagonalitzem obtindrem la nova base { ¢§l)>}l , tenint que la base
=1
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propia de A correspondra a

B

)

o) = b

Tot i que sembli una mica enrevessat, si ho presentem amb un exemple s’a-

clariran molts dels dubtes que es puguin presentar:

EXEMPLE

Considerem els dos operadors hermitics®

100 5 0 0
A=|o0o 2 0 |;B=|0 1 i
0 0 2 0 —i 1

Per tant,
A=1lep) (e1| +2ez) (e2| + 2]es) (es] i que és diagonal.
B # S a;e;) (e;] i que, per tant, no és diagonal.

Aleshores, existeix una base {|f;)} tal que A|f;)) = a;|fi) 1 Blfi)) =
bilfi) & A=Y a;ilfi) (fi|; B=Xbilfi) {fi]-

Ara el primer que hem de fer és mirar si commuten. Els blocs de la ma-
2 0 1 i
triu 0 2 i g com el primer és la identitat, aquesta commuta sempre
—1
i, per tant, la segona pot commutar = {fl, B} = 0. D’aqui trobem [f;) i
al tenir-ne un de fixat que no hi ha degeneracié tenim el primer vector propi

|f1) = le1).

“Observem que si transposem i conjuguem obtenim el mateix.
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Les altres dues bases les trobarem realitzant una combinacié lineal, podent

comprovar que el seu valor és

0
|f2) = ale2) + Bles) % 1
)
0
|f3) =B |e2) + " |es) = % 1
—1

B*

—Q

on hem fet servir la propietat de |¢) = ( ; ) = |¢T> = (

d’ortogonalitat entre els tres vectors propis que formen la base (<1/JT \1/1)) =0

. ) ila condicio

Per acabar, podem definir les funcions de matrius com

(n)
A =>" £20) o (2.17)

n!

0 bé com una funci6 d’'un operador hermitic si (A = A") aplicant I'expressio

(2.12) com
N

FA) =" flai) i) (¢i] (2.18)

i=1
Gracies a I’expressio anterior, ens adonem que si tenim el sistema diagonalitzat
) )

podem aplicar la funcié sobre els elements de la diagonal tal que

£) = ( f(gl) f((;) )

2.5 Operadors unitaris

Tenim altres tipus d’operadors que farem servir al llarg de les notes, com per
exemple els operadors unitaris (U ). Es diu que un operador és unitari si
satisfa UTU = UUT =1, o en altres paraules UT = UL

A més a més, les operacions unitaries preserven la norma

U ))1? = (ot TTT [9) = (wT Tw) = (v' [9) = [||¥)]I? (2.19)
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Aleshores, aix0 ens indica que deixa el producte intern invariant:

Si tenim |9) 1 |¢) i li apliquem un operador unitari, obtindrem ‘1/~J> = U |¢)

i q~5> = U |¢), respectivament. Aixi doncs, si apliquem el producte intern:

(0 ]6) = (WU Ulg) = (I UTI0) = (v |6)

Una altra propietat o caracteristica interessant que ens presenta aquest ope-
rador és que ens transforma una base ortonormal en una altra, és a dir, si {|e;)}
és una base ortonormal, si es compleix que |¢;) = U |e;), {|¢;)} també ho sera.

Aquest fet el veiem representat en qué podem escriure un operador unitari com

N
U= Z i) <€z‘| (2.20)
i=1

on cada terme transforma un element de la base en un element d’una altra
base. A més a més, els seus valors propis seran de l'estil A\; = e’®, doncs ens

presentara una fase a cada estat®, tenint que I’expressié anterior es pot escriure

U=Zemf fiy (fi

com

(2.21)

Donat un estat en una base, és a dir, els seus coeficients «;, podem expres-
sar l’estat en una altra base:

N N N
Y) =1yY) = ZaJHez = Za¢|éj><éj’€¢>: Z eJ’el a; |€;) :Zd |€;)
3,j=1 i,j=1 j=1

Aqui realitzem un canvi de base i podem definir, més en general, la matriu de
canvi de base [V;;] que a través dels seus elements de matriu Vj; = (¢;] e;),
arribem a

ai Vin. -+ Vin ay

N
a; =Y Vi < : = : : : (2.22)
i=1 5

W qlepy N Vv W N/ e}

8 Aixo ho veurem explicitament en el capitol segiient quan parlem de la Dinamica i el
Hamiltonia.
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Es indiferent en quina base treballem, sempre podem canviar-la a conveniéncia
segous el que necessitem, perd s’ha de tenir clar que U'estat fisic |¢) és el mateix,

independentment de la base que s’esculli per representar-lo:
N

) = Zai lei) = Zdj 1€5)

Cal emfatitzar que, en general, els operadors unitaris no sén hermitics, pero si

normals (diagonalitzables).

Anem a veure un exemple d’operador unitari:
EXEMPLE 1
Considerem I'operador unitari

o= (02 ) vva
(2a) (o) = (1) rw-

0 1 0 1 .
< Lo ) ( . > = ( 0 ); podem construir el nostre operador com

Per tant, si tenim els estats |¢1)

ﬁ:;mwei!: ((1) (1)>

Aleshores, si busquem els vectors propis, tindrem

01\ (1 [ 1 L
10 V2 \ +1 V2
1 i () (! b val
on els vectors propis seran |f1) = —= ) ilf2) = AUREE amb valors

propis Ay = 1; Ao = —1

Per tant, el nostre operador sera
. 1 1
U = Z:Aifi><fi|=2< ) )( 11 )—

) -

On comprovem que tot quadra i és correcte.

N =
7 N
[
—
N——
~—
—_
|
—
~—
Il
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EXEMPLE 2

Per acabar veurem un darrer exemple molt curt i que ens serd de molta utilitat.
Aquest anird molt bé per veure com podem relacionar i manipular els estats en
representacié de les diferents bases i com estudiar-les al aplicar-li un operador
unitari:

) = aler) + Blez) = y|f1) +01f2) = Ul) = arlea) + Blex) = v1f1) — 01f2)

2.6 Suma i producte directe (o tensorial)

Per acabar amb les propietats analitiques definirem els conceptes de suma i

producte directe o tensorial i la matriu densitat.

Suma directa

Considerem dos espais de Hilbert H; i Ho, tal qué |u) € H1 i |v) € Ha. Alesho-

res, la suma d’espais ve determinada per

Hy @& Ho = {[u) & [v)} = {|u), [v)}

complint
((ua| ® (v1]) (luz) & |v2)) = (u1]| u2) + (v1] ve) (2.23)

Si ara considerem la dimensio de Hy = dim (H1) = nilade Ho = dim (H2) =m

a1 .. . Q1p b11 e blm
i que tenen un operador A = . . . iB=
an1 . . . QApn bml e bmm
respectivament, tindrem que
C1 dy
2 dz
lu) = ;o) =

Cn dm
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i per tant, compliran A [u) = |u/); B |v) = |v'), que aplicant (2.23) s’obté

(48 B) (u) & ) = (A1) & (Bo)) (224)

A més a més, la suma directa dels vectors o estats vindra donada per

C1

C2

Cn
|u) ® |v) =
dy
do

dm

tenint directament que dim (H1 @ Ha) = dim (H1) + dim (Hz) = n +m.

Producte directe o tensorial

El producte tensorial entre dos espais de Hilbert ve determinat per

Hi @ Hay = {[u) @ [v)}

tal que
((u1] @ (v1]) (luz) ® |v2)) = (u1]| u2) (v1| v2) (2.25)

i amb els operadors definits en la suma directa, obtindrem

(A ® B) (lu) ® [v) = (A |u>) ® (B |v>) (2.26)
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Si ara deinim la base de cada espai vectorial, aquestes ens vindran determinades
per
lei)iey (Base de /1) s 1) (Base de B) (2.27)

Aleshores, de (2.27) tindrem que la base del producte tensorial entre ambdos

espais sera

{leniy @147}

Abans de passar a les propietats d’aquesta operacid, presentarem la dimensio
del producte tensorial entre dos espais
dim (H1 ®@ Ha) =nxm (2.28)

Propietats del producte tensorial

Malgrat sorgeixin conceptes a continuacié dels que encara no hem explicat, és
important destacar-ne les propietats, doncs en farem servir en sistemes compos-

tos.
1. Linealitat: (a|u) +b[u')) ® |w) = alu) @ |w) +b|u) @ |w)
2. [u) @ [afw) +b|w)] = alu) @ |w) +blu) @ |w)
3. (Ju)® [v) = (u] @ (v]
4. Producte intern: ((u| ® (wl) (Ju') ® [w')) = (u| v)@(w| w') = (u] «) (w| w’)°

5. Ortogonalitat parcial implica la total: Si observem ’expressi6 (2.27)
tindrem que cada base és ortogonal a l’espai, pel que una bona base per
I’espai de Hilbert resultant del producte tensorial d’ambdds subespais sera
les)iy ® |fj>;.n:1 = {lei) |f;)} ; que sera base de H = H; ® Ha.

6. Si disposem d’un estat de lespai de 1 i de 2, tal qué |\Il>112, tal que si

mesurem'? en C sobre 1, és a dir O [¥), , = ¢; |¥), , i en G sobre 2, és

9Moltes vegades no s’anota el terme operacional del producte tensorial, sempre i quan
cadascl sapiga quina operacio esta realitzant.

00 =3¢ lei) (eil; G =3 g5 1g5) (951
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a dir G® |\I/>172 = g; \\Il>172, obtenim ¢; i g, respectivament. Per tant

W)y 5 = lci) |95)

A més a més, podem preparar el sistema localment, doncs existird una
base comuna entre els dos sistemes ja que [C’(l),G(z)] = 0. Aleshores,
sobre 'espai 11 2 o els observables A i B, existeixen operadors conjunts
H12 que no sén de la forma K = C ® G, tot i que en general, tal i com

hem vist,

K=Y \NCi®G;

Per tant,

CoG|¥),,=(Cla) ®(Glg;)) = (cilei) (9:195)) = cigjlei) 19;)

7. Estat producte - Estats entrellagats.

Si ens generem un espai de Hilbert en el qué existeixen estats de la pinta

|(I)>1,2 = Zaij lci)1 195)s (2.29)

i podem tenir un estat [§), , = [¥), [®), = (D2, i |e;)) ® (Z; B; |gj>) =
>y Qibilei) |g5)-

Aleshores, si podem descriure el nostre estat de manera que «;; = «;f3;,
podrem dir que existeix una descripcié local definint-ho com ESTAT PRO-
DUCTE.

Si per contra, tenim casos en qué no podem tenir a;; = a;f;, exis-
tiran estats que no son producte, és a dir, no podrem escriure |£) =
|®), |¥),. Aquests estats es coneixen com ESTATS ENTRELLAGATS (EN-
TANGLED). Un exemple d’estat entrellagat, seria el segiient sistema d’s-
pins:

W) ap = \% (MalMe+Nall)p) # V) ald)s

No podent descriure el conjunt sense conéixer les correlacions.
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2.7 Matriu densitat. Estats mescla

Per acabar presentarem la matriu densitat. Hem vist el concepte de kets, perd
aquests no representen el conjunt estadistic més general, doncs el més general

que podem definir és la matriu densitat, tal que

N
p="Y wilvi) (¥l (2-30)

i=1

tenint que el conjunt de kets |¢;) no ha de perqué ser ortogonal. No obstant

aix0, s’han de complir les segiients condicions:

Shwi=1; (W i) =

A continuacié presentarem algunes de les propietats més significatives d’aquesta

matriu:
i) La matriu densitat és hermitica (p = p')

1) La traca de la matriu és 1: trp = 1 <> ). w; = 1. Aquesta propietat és

trivial de demostrar si considerem les condicions esmentades:

trp = sztr [vs) (i) sz Vi [9i) —Z w; =1

=1 =1

ii1) Es positiva: p > 0 <> w; > 0. Veiem-ho:

<¢|P|¢ Zwl @ |1/% ¢z |¢ sz ¢ W}z >0 V|(Z5>

iv) S’ha de complir que p > p?. En cas de ser iguals la matriu densitat

estaria descrivint un estat pur i només un w; seria diferent de zero:

p=1¥) (|
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Un dels conceptes que farem servir continuadament a les notes, son els conceptes
estadistics de valor esperat (o valor mig) i indeterminacio, els quals els podem
trobar explicats en el primer capitol de les notes de «Termodinamica i Mecanica
estadisticay.

Aleshores, per calcular el valor mig d’un operador, podem utilitzar el calcul

segiient:

{4)

(pA)=Z<k‘PA|k ZZ% (k i) (i Alk) =
ZZ% (i Ak (k [0;) = sz (i Alis)

En aquest cas, la base |k) ha de ser completa i ortonormal, d’aquesta manera a

I'altim pas podem utilitzar que:

S Ik (] =
k

El concepte de matriu densitat el veurem també en el capitol segiient, doncs

redifinirem els postulats a partir d’aquesta nova manera de descriure un estat.

Ja hem presentat la base matematica essencial per a comencar l'estudi de la
Mecanica Quantica. En el transcurs del llibre, s’anird complementant aquesta
base segons les necessitats de cada secci6 i tipus d’estudi, pero els conceptes més

rellevants son els explicats en linies superiors.



Capitol 3

Postulats de la Mecanica

Quantica

La Mecanica Quantica és un model matematic del moén fisic. Per descriure
aquest moén, la mecanica quantica ens diu com representar estats, observables,
mesures, probabilitats i la dinamica. Tots aquests aspectes els descriuen els
postulats i ens estableixen una correspondéncia entre el mon fisic i el nostre
model. Per dir-ho d’una forma més col-loquial, els postulats son regles de cor-
respondéncia que un cop establertes, podem expressar qualsevol problema fisic
en termes purament matematics, buscar una solucié matematica al problema, i
traduir la solucié formal al mon fisic utilitzant novament les regles de corres-

pondéncia.

Com bé diu la paraula, els postulats sén proposicions no demostrables ni evi-
dents amb les quals es construeix una teoria, que en aquest cas és la Mecanica
Quantica. A continuacié els presentarem, juntament amb ’analisis estadistic

dels resultats, la indeterminacié corresponent i ’evolucié dels valors esperats.

3.1 Postulat 1: Estats

Hem estat parlant en el capitol 2 continuadament d’estats en referéncia a vec-
tors o kets, perd no és fins a aquest moment que definim formalment el concepte

d’estat a partir del primer postulat.

74
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PoOSTULAT 1: Un estat és una descripcio completa d’un sistema fisic. A

la Mecanica Quantica un estat és un vector 1) (vector d’estat) normalitzat
((¢ |¥)) en un espai de Hilbert H.

Si observem el postulat, per completa s’entén que la descripcié conté tota la
informacié que es pot saber sobre el sistema. La correspondéncia entre estats
fisics i vectors d’espai de Hilbert va en ambdoés sentits: a cada estat fisic li
correspon un vector i cada vector correspon a un estat fisic. Per tant, per la
propietat de linealitat de ’espai vectorial, trobem que si |1)) 1 |¢) son estats
possibles d’un sistema, aleshores |¥) = «a |1)) 4+ 3 |¢) també representa un estat
fisic possible.

Aleshores aqui sorgeix un concepte molt representatiu de la fisica, que vam
tractar potser amb més emfasi a les notes d’Electromagnetisme: el principi de

superposicio, doncs el sistema estd en una superposicié de 1)) i |¢).

Si recordem en el capitol anterior, en la seccié d’operadors unitaris i com veurem
més endavant, els kets [) i €% 1)), malgrat ser vectors diferents, descriuen la
mateixa situacié fisica i no hi ha forma de distingir-los. Per tant, quan a un
estat 1i apliquem una fase global, aquest no varia respecte ’estat inicial.

Es important remarcar que una fase global ¢, no té cap rellevancia fisica per
contra de la fase relativa. La fase relativa si que ens variard l'estat, doncs
si per exemple aquesta es troba en un sol terme d’una superposicio: |®) =
a ) + e B |¢), aquest estat fisic |®) ens descriura estats fisics diferents segons

el valor que prengui la fase relativa .

Es important recordar que aquests objectes matematics abstractes, que denomi-
nem com a kets, representen objectes fisics i s’han de considerar independents

de la representacié particular que els donem escollint una base particular.
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3.2 Postulat 2: Observables

PosTuLAT 2: Un observable A és una propietat d’un sistema fisic que en
principi es pot mesurar. Aleshores, tota magnitud fisica observable (mesurable)
d’un sistema fisic es descrita per un operador hermitic A actuant sobre l’espai
de Hilbert H.

Aquest postulat té diferents definicions per espectres continus i per espectres
discrets. Al final d’aquest capitol tornarem a dedicar-hi més atencio, doncs en-
cara ens manquen conceptes per endinsar-nos en la compatibilitat i commutaci6

entre observables.

3.3 Postulat 3: Mesures: Valors i estats resul-

tants

En mesurar els sistemes discrets, hem de distingir els sistemes que presenten
degeneracio i els que no.Comencarem presentant el cas no degenerat com un cas
particular, per finalitzar en un postulat global que ens presenta tant sistemes

discrets en degeneraci6 o sense.

POSTULAT 3 (CAS NO DEGENERAT): Els valors que pot prendre l’observable A,
o els possibles valors de mesura, son els valors propis a; de l’operador hermitic
A. Després de mesurar l'observable A i trobar el valor a; , U'estat del sistema

sera el vector propi de A , corresponent a |a;).

El postulat 3 ens indica quins valors pren la variable fisica o observable que
volem mesurar i sigui quin sigui 'estat que mesurem, després d’haver mesurat
Pobservable A i obtingut la mesura a;, I'estat del sistema sera |a;) independent-
ment de Pestat 1)) en que es trobava el sistema abans de la mesura. Si realitzem
una representacié esquematica del que succeeix, presentada en la Figura 3.1.,
observem que en introduir un estat a ’observable, ens presentara un estat post-
mesura condicionat pels diferents resultats possibles a; que sén els valors propis
del sistema. Aixd ho determinem a partir de la descomposicié espectral de 1’ob-

servable presentada a ’expressio (2.10)

A la Mecanica Quantica la mesura juga un paper clau, doncs aquesta indu-
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|4} — \ — )

Figura 3.1: Representaci6 esquematica de la mesura d’un observable.

eix el que s’anomena col-lapse de l'estat mesurat |¢)) a |a;). Malgrat funcioni
perfectament quan es fan els calculs i es contrasti amb els experiments, aquest
postulat és el més dificil de justificar i, tot i que s’ha intentat explicar, cap teoria

ho ha realitzat satisfactoriament.

Aixi doncs, podem notar que la mesura és en si, un procés de vital impor-
tancia en qualsevol ciéncia empirica, doncs és el qué ens connecta amb el mén.
A la Fisica Classica, és sol obviar el fet de parlar de 'estat d’un sistema és el
mateix que el que resulta d’observar-lo o mesurar-lo, doncs el procés de mesura
és un procés passiu i no canvia l’estat del sistema observat. Per contra, en la
quantica, només el fet de mesurar modifica ’estat d’un sistema i només roman-

dra impertorbat si ’estat és un vector propi de ’observable A.

Perd aquest postulat ens presenta el problema de considerar només els siste-
mes sense degeneraci6. Si ara fem ’estudi general i considerem que 1’observable
A té més d’un valor propi amb el mateix valor a; = a; = ag, observarem una
ambigiiitat de quin dels vectors propis |a;) o |a;) hem d’assignar a I’estat després
de la mesura del valor ag. Tots dos, o qualsevol combinacié lineal d’ambdés,
serien consistents amb el postulat. De fet, una mesura aix6 ens dona informacio
incompleta, que hauriem de completar mesurant un altre observable; pero fins
que no hem realitzat aquesta segona mesura, hem de deixar intacte 1’estat ori-
ginal pel que fa aquest subsespai que encara no hem determinat. Per a resoldre
aquest punt farem ts dels projectors, que ens presentaran un postulat consistent

tant si el sistema és degenerat o no:
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PoSTULAT 3 (POSTULAT DE PROJECCIO) : Els valors que pot prendre
l’observable A, o els possibles valors de mesura, son els valors propis a; de
l’operador hermitic A. Després de mesurar l’observable A sobre un sistema que
es troba a lestat |1) i trobar el valor a; (possiblement degenerat), l'estat del
sistema vindra donat per
B |y)
\VPi

on P és I’operador que projecta sobre ’espai generat per tots els vectors propis

(3.1)

. 5
12 |¢>H és el factor de normalitzacio.

de A amb valor propi a; i p; = ’

Podem notar que en el cas degenerat, ’estat del sistema en la post-mesura
depén de Destat del sistema |¢)) abans de realitzar la mesura. Presentarem un

exemple d’un sistema degenerat en la finalitzacié del Postulat 4.

3.4 Postulat 4: Probabilitat de les mesures

En molts llibres trobareu que el postulat 3 i el 4 s’exposen en un de sol al
estar completament relacionats. Ja hem vist doncs, que a cada possible mesu-
ra se li assigna un operador observable /Al, que ens doéna els possibles resultats
de la mesura i 'estat del sistema després de la mesura. Perd quines possibili-
tats i amb quin percentatge podem obtenir cada possible valor en mesurar? El

segiient postulat ens déna la probabilitat de trobar un cert resultat en la mesura

PoOSTULAT 4 : La probabilitat d’obtenir el resultat a; al mesurar l’observable

A en un sistema que es troba a lestat |1) és

a 2 a
pi = tr (s 1) 0D = || B 1) | = (wl i) (3:2)
Si A no és degenerat, es redueix a
pi = l{a: [9)I° (3:3)

Aleshores, aquest postulat assigna una probabilitat a cada resultat possible
d’una mesura per a tot estat inicial del sistema. Es facil veure que definides d’a-

questa manera les probabilitats de cada mesura, compleixen les lleis basiques de
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la probabilitat. A més a més, podem presentar el concepte d’amplitud de pro-
babilitat |c;|?, doncs si tenim un estat [)) = >, @ la;), si volem determinar la
probabilitat de que en mesurar I’observable quan li apliquem l’estat ens mesuri

a;, tenim, trivialment:

plaild) = [(a; [)° = ol

perd el que és més dificil de demostrar és el contingut del teorema de Gleason'.

El contrast amb la fisica classica és ben aparent. La fisica classica és fona-
mentalment determinista, doncs coneixent les condicions exactes d’un sistema
en un temps donat és (en principi) possible determinar 'estat del sistema en
qualsevol instant de temps. Classicament, les probabilitats s’introdueixen per
descriure situacions en que no tenim informacié completa sobre el sistema, com
per exemple les condicions inicials al tirar una moneda a l’aire, etc. Per contra,
el procés de mesurar en el mén quantic és fonamentalment aleatori i, per tant,
impossible de determinar el resultat d’una mesura encara que tinguem infor-
macié completa sobre l'estat |¢) del sistema. Es a dir, si realitzem la mateixa
mesura sobre una série de sistemes preparats en el mateix estat, els resultats

seran generalment diferents.

Si mesurem en ’observable A, podem predir amb certesa el resultat de la me-

sura. Si introduint |a1) ens dona |ag), tenim que

p(aalth) = la1)) = [(az )" = [{a |a1)[* = 0

doncs s6n ortogonals al formar la base de I’espai de ’observable.

Si ara ens déna el mateix valor que introduim, tindrem

p(ary) = lar)) = (a1 |ar)|* = 1

Doncs introduim el mateix estat, després de que l’observable ens n’hagi donat
un; per tant, ens déna el mateix resultat amb probabilitat 1. Aixi doncs, mal-
grat sembli estrany quanticament parlant fer servir el sentit comu, si mesurem
un observable que ha estat tot just mesurat sobre un sistema, el resultat de la
segona mesura coincidira amb el de la primera.

Per exemple, si em pregunten si estic content o estic trist i responc content,

L Aquest teorema essencialment diu que «Dins del marc de Uespai de Hilbert, 'expressié
(3.2) és linica associacid possible entre estats i probabilitats.
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si hem tornen a fer la mateixa pregunta, contestarem altra vegada el mateix
amb probabilitat 12. Si ara variem la pregunta (’estat) i obtenim resposta i
tornem a fer la pregunta de content o trist, ara la resposta pot variar, doncs
hem «pertorbaty» 1’estat.

Per altra banda, I'inica manera de predir amb probabilitat p; = 1 el resul-
tat d’una mesura, és si es mesura un estat propi de I’observable.

En el cas degenerat la probabilitat serd la suma de les probabilitats corres-
ponents als vectors generadors del subespai on P, projecta. Per exemple, si
Py = |a1) (a1| + |a1/) (a1/| és el projector que correspon al resultat de mesura
ay, aleshores la probabilitat de trobar aquest valor és py = |(ay [)*+|(ar |[1)]>.

Ara és un bon moment per veure un exemple de cas degenerat.

EXEMPLE 3.1.

En el cas degenerat ’observable en la seva descomposicié espectral sera
A= Z aiPi
i

Aleshores tindrem segons el tercer i el quart postulat, tres pasos a seguir:

1. Resultats possibles {a;} (els valors propis)

2. Estat post-mesura (si obtenim a;): ‘¢(i)> = % on a dalt tenim l’estat
post-mesura i al denominador la norma, que ens determina la normalitza-

ci6 o la probabilitat de que passi aixo.
3. Probabilitat d’obtenir-lo: p(as|¢) = |(P; |¢)|*

Per tant, si el nostre observable és

A= Zai las) (@il = 1]a1) (a1| + 2]az) (az| + 1as) (as|

K2

2FEs important saber i adonar-se’n que la maxima probabilitat és 1 i la minima 0. TLa suma
de totes les probabilitats possibles de que un observable presenti un resultat al introduir un
estat, ha de donar 1.
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Tenim que el primer i segon vector de la base de I'observable estan degenerats.
Aleshores, l'estat que introduim sera de lestil |¢) = a|a1) + B |az) + 7 |as). Si
avaluem el segon estat possible (el no degenerat) obtindrem

‘¢(2)> _ laz) {as||¥)

TP il = la2)

R

Si ara estudiem els vectors degenerats i els projectem al subespai obtenim el
projector
PW = |ay) (1] + |as) (as]

Aleshores, els resultat que obtindrem serd, en el cas més general, una combinaci6

lineal dels dos estats degenerats:

o\ _ PO |y) _ 1 ]+ o (o )
‘d) > VIR VIR )] (lar) (a1 + las) {as]) [+))
! 1
B AR Y v

Si ara avaluem el 3 aspecte (la probabilitat), obtenim

2= p2=lag |¢>H2
plailv) = 1= pi= 1P = (Ilar) o [0) + las) (as] [0)]1*) =
— [ [} + I {as |4)]

Tornarem a aquest exemple en la darrera seccié del capitol, quan parlem

del conjunt complet d’observables que commuten.

A continuaci6 presentarem una breu explicacié d’aquest postulat en medis con-

tinus®.

Es defineix la densitat de probabilitat p de 'operador A (ara continu) en ’estat

|1} com:

pla) = [{va [9)[2 = L

G = dP(@) = Pla,a+da) = p(a)da = |(va [ |2 da

3Es la base dels medis continus que treballa la fisica estadistica i que hem treballat a les
notes de «Termodinamica i Mecanica estadisticay. De totes maneres en farem més émfasi en
els capftols seglients.
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on |va) és la base propia de 'operador A (continua tambeé).

Després de realitzar la mesura, el sistema col-lapsa en

_ PrlY)
)= 1B

on al estar en un sistema continu la probabilitat ens ve definida en l'intérval

I = [y, as] per

P = / doc [va) (val (3.4)

3.5 Postulat 5: Dinamica

PosTuLAT 5 : L’evolucio temporal de l’estat quantic d’un sistema aillat ve

donada per l’equacid de Schrodinger

o d A
ih— [$(t) = H [4(t) (3-5)

on H és l'operador Hamiltonia del sistema.

El Hamiltonia H és Pobservable de I’energia del sistema i si el tenim aillat,
significa que el sistema no interacciona amb cap altre sistema i que no es sotmet
el sistema a cap mesura. Aplicant 'equacié de Schrédinger és immediat veure

que l’estat propi del hamiltonia amb valor propi E (I'energia), és

A E) = Bi|B) = ih - |B(0) = B |Bi(1)

tal que la seva evolucié temporal ens ve donada per

(1) = e [u(to)) (3.6)

amb ¢ty com el temps inicial.
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Com aquests estats només varien en una fase global, les seves propietats fi-
siques no variaran en el temps i, per tant, els estats propis de H sén estats
estacionaris.

Aix0 ho podem comprovar solucionant ’equaci6 (3.6), doncs
Bt
[Ei(t)) = e~ |Ei(to))
i si avaluem les probabilitats

p(ai|Ei(0) = [{ai] Bi(0))” = p (a| Ei(1))

aleshores, son estats equivalents doncs només varien una fase.

Si avaluem ’evolucié temporal, observarem que aquesta és lineal i la podem
obtenir facilment sigui quin sigui 'estat. Per exemple, si inicialment I’estat del

sistema és

[W(0)) = alp(0)) + B16(0))

al cap d’un temps ¢ sera

V(1) = aly() + Ble(t))

Per tant, 'evolucié d’un estat arbitrari |¢)(0)) Pobtenim escrivint estat en la

base propia de Phamiltonia H*, segons 'expressi6 (3.6):

[6(0)) = Do) =t = (D) = D e |E) (3.7)

on els {| E;) }son els estats propis de H amb valors propis { E; }, doncs si recordem
del capitol anterior, la descomposicié espectral de I'operador hamiltonia ens ve

descrit per
H= ZE |E;) (B
i

Una de les particularitats d’aquest operador és que és unitari, doncs 1’evolucid
temporal transforma elements de la base propia de ’hamiltonia {|E;)}, en vec-
tors que també formen una base ortonormal {e*ZTt |E1>} Aixi doncs, podem

definir 'operador lineal d’evoluci6é temporal, com un operador unitari tal que

Bt

Uy =Y e 7 |E;) (B
Uy [16(0)) = [v(t))

(3.8)

4T.a base propia del hamiltonia sera la base que diagonalitza H.
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L’evolucié durant un temps ¢; seguida per l'evolucié durant un temps to, és

equivalent a ’evolucié durant un temps t = t; + to, tenint de (3.8)

Ui, U, = Uy 44,

A més a més, per temps infinitesimals 0t ’equacié de Schrédinger es pot expres-

sar com

0t + 61)) = (Hiifét) ¥(0)

A primer ordre en 6t, loperador Usy = 1 — i%dt és unitari. Aplicant successives

transformacions infinitesimals, podem obtenir I’evolucié en un temps finit

N—oc0

. N
. H .y
(1) = lim (H—zNht> [6(0) = e~ % (o))
és a dir
U =e"r (3.9)

on ’operador hamiltonia és el generador d’aquesta transformacié d’evoluci6 tem-

poral.

A continuacié presentarem algunes propietats interessants d’aquest operador

que ja hem anat comentant, perd que les formalitzarem.

1. Es unitari, el nostre estat inicial és

[0 (o)) = D esles) = (o (to) I (to)) = 1= D pi = D lesf

Per tant, el mateix haura de passar quan el nostre estat evolucioni:

9 (6) =Y eilt) i) = @ (1) [¢ (1) =1 = Zpi(t) = le®)f; vt

i i

Aleshores, podem observar que obviament U (t,tg) ha de ser unitari:

L= (1) [ (1)) = (¥ (to) UT (t,20) U (t,to) [ (t0)) = (¥ (to) | (o))

=I
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2. Compleix la regla de composicié: Sitg <ty <t

U(t,to) = U(t7t1) U(tl,to) = U(to,to) =1

3. Es continua complint ’equacié de Schrodinger:

ih% [v;t,to) = H(t) [¢;t, o) = ih%U (t,t0) |1, to) = H(t)U (¢, to) [, to)

Aixo es compleix V |4, tg) 1 per tant
. d
zh%U(t,to) = H(t)U (t,to)

3.5.1 Les visions o imatges de Schrédinger i Heisenberg

Les visions o imatges de Schrédinger i Heisenberg és un estudi d’un sistema
segons el parametre que evoluciona, si l’estat o 'operador. El resultat és el ma-

teix, perd podem fer servir una imatge o una altra segons la nostra conveniéncia.

En la imatge de Schrédinger, el que evoluciona és 'estat i I'operador resta

igual:
|wat0> — ‘w7t7t0> = U(t7t0) |¢7t0>

A—) ASZ A

En canvi, en la imatge de Heisenberg, evoluciona l'operador i 'estat es queda

igual:

i, to) — [¥) = U (t,to) [ t,to) = [, to)

A— Agt)= U (tt0) AU (¢, to)

Ara per ara, només fem aquest breu tastet de les imatges de Schrodinger i
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Heisenberg. En unes seccions més endavant, quan parlem de ’evolucié dels va-
lors esperats, presentarem també un estudi de ’evolucié temporal en la imatge
de Heisenberg, observant que s’arriben a les mateixes conclusions, pero per ca-

mins diferents.

3.6 Formulacié dels postulats a partir de la ma-

triu densitat

En I'altima secci6 del darrer capitol, vam introduir el concepte de matriu densi-
tat. Com aquesta representa el conjunt estadistic més general, podem redefinir

els postulats anteriors a partir d’aquest nou conjunt:

PosTuLAT 1. Tot sistema fisic esta associat a un espai de Hilbert H.
L’estat d’aquest sistema esta descrit per un operador densitat p, que compleiz

el segiient:

e p>0

Eliminant, d’aquesta manera, que hi hagi una fase global ambigua.

PostuLaT 2. Tota magnitud fisica observable (mesurable) d’un sistema

fisic, és descrita per un operador hermitic A actuant sobre H.

POSTULAT 3 . Els possibles resultats de la mesura de A son els valors
propis de l’operador /1, a; € R:

Alay) = a; |a;)

PosTULAT 4 (discrets i continus). Les probabilitats d’obtenir el valor propi

a; després de la mesura de A son:
o (Cas discret) Pr(a;) =tr(pF;)
e (Cas continu) Pr (z1 < x < x2) = tr (pPr)

on P; i P; els vam presentar en els postulats corresponents com els projectors

en els medis discret i continu, respectivament.
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Després de la mesura el nostre estat serd:

PipP;
tr(PipP;)

PosTuLAT 5 . El nostre estat ha de complir l’equacio de Schréadinger:

i p(t) = [H (), (1)

i la matriu identitat evoluciona en el temps igual que un operador:

p(t) = Up(to) UT

3.7 Analisis estadistic dels resultats

Abans de procedir a veure alguns exemples contrets, veurem alguns conceptes
que s’utilitzen amb freqiiéncia al analitzar els resultats de la mesura de la Me-

canica Quantica.

Els postulats ens diuen que una mesura és un esdeveniment on ’aparell de
mesura ens dona un valor a; (que ve donat per un dels valors propis de 1’obser-
vable) i on el sistema passa a estar descrit per ’estat propi corresponent |a;),
on per simplicitat hem suposat que A no és degenerat. Tanmateix, els postulats
també ens donen la probabilitat que, per un estat donat |¢), ’aparell de mesura

ens retorni un valor donat.

Amb tots aquests conceptes, ens disposem a estudiar ’estadistica dels valors
que surten en un experiment on mesurem el mateix observable A sobre una
série de sistemes tots preparats en el mateix estat [¢)). Imagineu-vos doncs,
que tenim una maquina «preparadora» que ens proporciona un sistema en el
mateix estat [1)). Ara enviem el sistema cap el nostre aparell de mesura i aquest
ens dona un resultat, per exemple asz. Repetim ’experiment obtenint ara una
lectura de l’aparell de a1. A base de repetir I'experiment N vegades, podem fer
una llista de resultats, per exemple h = (ag, ai, a5.N.,a3). A partir d’aquesta
llista de N resultats, podem confeccionar un histograma, és a dir, calculem el

nimero de cops n; que apareix cada valor propi a; a la llista. Si normalitzem
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I’histograma (fi = %)1 anem al limit on realitzem moltes mesures (N — c0),
trobarem que la freqiiéncia f; no és altre cosa que la probabilitat® p; que ens
dona el postulat 4. Fent servir aquest postulat, obtenim que la mitjana o valor

esperat dels resultats de mesurar 1’observable A sobre un estat [i)) és

(), = Jim > Tai=Y pai =Y |(ai ) ai =

7

= > (W as) (ai [¢3) ai = (0] <Z a; |as) <ai|> ) =

K2

= (Y| AlY)

és a dir

(A), = (Y| Aly) (3.10)

A més a més, també podem escriure 'expressié que dicta la mecanica quantica
)
per la variancia dels resultats al voltant del seu valor esperat. Si desenvolupem

per definicions:

(A = Dopila— ()" =Y pi (a? + () — 20, (4)) =

(W A2 [p) — (| A|)?

per tant

A4 = (&) —(4) =l &) - wlAw?| @

Quan la variancia val zero (AA)2 = 0, voldra dir que la nostra distribucié només
trindrd un valor. Aleshores, quan (AA)2 =0 = |¢)) és propi de A i per tant

AlY) = a; [¢).

L’arrel quadrada de la varidncia s’anomena desviacié estandard: AA.

5Notem que la probabilitat p; no ha de ser necessariament interpretada com una freqgiiéncia
relativa. Hi ha altres interpretacions de la probabilitat, com per exemple la Bayesiana, que
expressa matematicament la plausibilitat o propensio de certs esdeveniments, que no depenen
de la possibilitat de realitzar infinites vegades el mateix experiment. En prinicpi es pot parlar
de la probabilitat del resultat d’un experiment que encara no s’hagi o es pugui realitzar mai.
En qualsevol cas, independentment de la interpretacié que li donem, es compleix que p; = f;
per N — oo.



CAPITOL 3. POSTULATS DE LA MECANICA QUANTICA 89

Un cop introduides aquestes definicions, estudiarem una propietat de mesu-

ra en la mecanica quantica.

3.8 Relacié d’indeterminacio

A Mecanica Classica, és sempre possible assignar o determinar el valor d’una
quantitat fisica amb precisié arbitraria. Aix0 també es compleix a mecanica
quantica, pero les diferéncies sorgeixen quan intentem determinar el valor de
dues o més quantitats fisiques (o observables). De nou, la mecanica classica
no posa entrebancs a I’hora de determinar el valor de dues quantitats com per
exemple la posicié i el moment lineal. A la mecanica quantica, només certes
parelles d’observables es poden determinar simultaniament amb arbitraria pre-
cisi6. En general, les impresicions en la mesura (quantificades per la variancia
dels resultats) de dos observables obeiran una relacié que garanteix que el pro-
ducte de les variancies de dos observables tingui un limit inferior que en general
serd diferent a zero. Aquesta relacié és 'anomenada relacié d’indetermina-

.

Cl10.

TEOREMA: Per tot estat i per tota parella d’observables {A,B}, les seves

A N2
desviacions estandard (AA = <A2> — <A> ) compleixen la relacié d’inde-

terminaci6 (DESIGUALTAT DE ROBERTSON):

AAAB > % ‘<[A,B}>‘ (3.12)

La demostracié® es fa a partir dels postulats i, per tant, n’és una conseqiiéncia
i no un principi independent. Es una demostracio6 facil i, per tant, ens saltarem
molts pasos, doncs en la seccié anterior ja hem definit molts d’aquests conceptes.
Si considerem que tenim un conjunt d’estats |¢) i, com a maxim, una meitat
'observem en A, tal que p (a;]y) ilaltra meitat ’'observem en B, tal que p (b;|v),

aleshores 9

(AR (8B 2 |3 (4114, B]14)

6La presentarem a classe de Problemes, doncs és interessant en molts aspectes matematics
i conceptes de anti-hermitic, desigualtat de Cauchy- Schwarz, valors propis imaginaris purs,
etc.
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i obtenim el resultat de I’expressio (3.12).

A més a més, dos observables poden ser determinats perfectament si i només si
els operadors corresponents commuten ([/1, B} = 0). En el cas particular de
posici6 i moment es compleix que [#, p] = ihil, és a dir, no és possible determinar
el moment i la posicié d’un sistema quantic amb més precisié de la que permet
la relaci6 AzxAp > % Aquest és el que s’anomena principi d’indeterminacié
de Heisenberg i que vam veure en els «Gedanken-Experiments» amb el micros-

copi de Heisenberg.

Es important clarificar el que ens diu exactament la relacié d’indeterminacio,
doncs de vegades es mal-interpreta. En el cas de la demostracid, per exemple,
volem mesurar dos observables A i B sobre un estat [¢). Imagineu que per aixd
disposem d’un conjunt de sistemes tots preparats en el mateix estat quantic |1).
Dividim, com ja haviem presentat, el conjunt en dues parts iguals. Si mesurem
I’observable A, obtindrem un valor a; per a cada mesura i sobre cadascun dels
sistemes restants mesurem ara 1’observable B, obtenint una série de resultats
{b;}. A partir d’aquestes seqiiéncies de resultats podem calcular els valors espe-
rats (A4),, 1 (B),,, amb les seves respectives variancies AA 1 AB. Les variancies
obtingudes mitjancant aquest procediment, sén les que han de complir la relacié
d’indeterminacié. Quedar clar aixi que la imprecisié en els valors obtinguts no és
a causa de la pertorbaci6 de la mesura quantica, ja que les mesures es fan sobre
sistemes diferents malgrat els hem preparat en el mateix estat |¢)). Per tant, les
indeterminacions s6n una propietat intrinseca de tot estat quantic.

)

En algunes situacions, ens podem trobar amb la relaci6 AAAB > ‘< [/1, BD

on el limit inferior és el doble de gran que en 'expressi6 (3.12). Aquesta relacié
es déna en una situacio diferent a la del teorema anterior. La relacié que tractem
en aquest moment s’obté quan s’intenta mesurar els dos observables sobre un
sol sistema. Per exemple, es pot intentar mesurar la posicié i el moment d’un
electro simultaniament, mesurant la posicié de I’electr6 mitjancant la difraccio
d’un fot6 (microscopi de Heisenberg) i tot seguit mesurar el seu moment. Per tal
de determinar la posicié amb molta precisid, cal que la llum tingui una longitud
d’ona molt petita. En conseqiiéncia, per expressio (1.12) els fotons amb longi-
tud d’ona molt petita, tenen un moment lineal molt gran. Aixi doncs, després
del xoc, el foté pot cedir part del seu moment lineal a ’electré i, per tant, el
moment de electré pot variar considerablement; tenint una indeterminacié en
el moment més gran quan més gran sigui la precisié amb la que mesurem. Aqui,
doncs, les indeterminacions seran més grans ja que a part de les indetermina-

cions intrinseques a l’estat, també entra en joc 'efecte de la mesura de l'estat,
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tenint AxAp > h.

3.9 Evoluci6 dels valors esperats

Si ara calculem com canvia un valor esperat en el temps utilitzant el Postulat 5
i la versi6 en el seu espai de Hilbert dual dels bras, podem considerar que I’estat

utilitzat en la seccié 3.7. ara varia en el temps |¢) = [(t)):

& Wy = 5 w1 Al = (L5 o) + wion 4 (L52)

treballem les dues parts que sumen:

e De l'equaci6 de Schridinger : % = L H (1))

f . t
o Fem  al punt anterior: (%) - (%HW(L‘))) — ol L) B

Per tant, podem escriure facilment

& Ay =~ WOLHA D) + = (0] AR (1)
i per definici6 de commutacié obtenim
d 1 A 1
= )y = 7 WO A A] (1) = — (4, H]),, (3.13)

Observem que per a tot estat estacionari 1) es verifica que % <A>w = 0, essent
A qualsevol observable. A més a més, si A commuta amb H, [A,f[ } =0,
aleshores 1’observable A és constant del moviment i, per tant, per a tot estat
1) (estacionari o no) < (A), =0.

En corol-lari, podriem dir que

{A,Iﬂ —0
d
o (A)y, =0=1qi/o

Hy) = EY)

és a dir, o A és constant del moviment, o |1)) és estacionari, o ambdues coses a

la vegada.
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També podem observar que la probabilitat de que ens surti un valor a;, és

a dir, la seva amplitud, és constant en el temps:

S+ 12
= el

p(a;) = ‘aie_

Es interessant notar la analogia amb el formalisme hamiltonia classic i mitjan-

cant els claudators de Poisson” :

d 0A oA 0AOH O0AOH
2N = A . IAL ) _ _ _ "

Relacionant els claudators de Poisson de mecanica classica amb els commuta-
dors de la fisica quantica, es presenta el PRINCIPI DE CORRESPONDENCIA,
el qual intenta connectar la mecanica quantica amb la classica. No entrarem en
detalls, perd podem presentar una petita pinzellada dels detalls d’aquest prin-

cipi.

La idea principal és agafar les variables classiques ¢ i r, juntament amb els

observables @ i R i aleshores es compleix

(@, Rl =ih{q,r}c p

Sovint es presentava aquest principi com un postulat més, perd la mecanica
quantica no es fonamenta sobre la fisica classica. Tenim observables quantics
com per exemple I’spin, sense analeg classic. De fet no esta ni molt menys clar
quin limit s’ha de fer per recuperar la mecanica classica a partir de la mecanica
quantica, doncs la transicié del mén microscopic al macroscopic continua sent
una de les grans preguntes obertes de la Fisica i aquest principi es pot fer servir
com una prescripcid, amb els seus inconvenients, per quantitzar sistemes clas-

sics.

En tot moment de l'estudi d’aquesta seccié, hem considerat que 1’observable
A no depeén explicitament del temps. Tal i com hem vist amb anterioritat,

aquest cas és el de considerar la visi6 o la imatge de Heisenberg. Aleshores,

"Els quals els varem veure a les notes de «Mecénica Classica» quan vam treballar la Me-
canica Analitica.
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I’operador A en aquesta imatge evoluciona de la segiient manera

- _ S el 1- o el 1- . T el
ih tAH(t) = ih / (U As(t)ll) = Zh( tU ) AgU + 1hU ( tAS> U+

ihUT Ag (th) = -—U'HgAsU + inU* (;As) U+

+

d
+ U'AgHsU =U' [Ag, Hs|U + ihU" (mAS) U = (%)

on els subindex H i S indiquen la imatge de Schridinger i de Heisenberg.

Si ara afegim que UTU = I, ’expressié anterior ens quedara simplificada, tal

que

() = —U'HsUU'AgU +inU" (aatAS> U+ U'AsUUTHSU =

= —HyAp+ AgHpy +ihU" (;As> U = [Ay, Hy] +ihU" (gtAS) U

Aixi doncs, finalment obtenim

%AH(t) = % [Ap(t), Hg(t)] + UT%ASU (3.14)

i per operadors explicitament constants en el temps

d 1
ZA() = = [An(), Ha (1)

L’expressio6 (3.14) és 'anomenada equacié del moviment de Heisenberg. A con-

tinuacié presentarem algunes observacions d’aquesta expressio:

e L’equaci6 del moviment de Heisenberg és formalment idéntica a ’equacio

del moviment hamiltoniana de la fisica classica:

d
%A(Cl) ={A,H}cp

on aquest operador depén de p i ¢ (A(p,q)) i, a partir de la definici6 de
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claudator de Poisson, podriem fer la segiient analogia:
(A H}op = — A H]
9 C.P — ’Lh )
tal i com haviem vist al principi de correspondéncia.

e Per les matrius densitats depenents del temps (p(t)), tenim una igualtat
idéntica a la dels operadors:

d 1
ap(t) = [H, plc p

Com a conseqiiéncia, ara tenim una forma més general del TEOREMA D’EH-

RENFEST®, on ’evolucié temporal del nostre operador vindra determinada per

i@®¢;KMme+<w§®>w (3.15)

Es important tenir clar que els dos primers termes es calculen com si estiguéssim
a la imatge de Heisenberg, on son els operadors els qué varien amb el temps i

el darrer terme, sén els estats als qui li hem d’aplicar ’operador unitari tal que

<345@)

DA DA
ot >¢ <’(/}7t0|U ot U|’(/}7t> <1/})?tﬂt0| Ot ‘w7t7t0>

Una altra conseqiiéncia la trobem relacionada amb les lleis de conservacié. Su-

dAs _
ot —

aleshores si aquest operador commuta amb el hamiltonid, aquest operador sera

posem que tenim un operador A explicitament independent del temps

una constant del moviment?:

4

dtHO<:>[a]O

3.10 Compatibilitat i commutacié entre observa-
bles

Definim compatibilitat o que dos o més observables sén compatibles si ad-
meten un mateix conjunt complet de vectors propis, és a dir, una base propia

comuna a tots els observables: Si A|c;) = a;l|c;) 1 Ble;) = bi|e;); A1 B son

8 Aquest teorema el veurem al capitol segiient, en la Part IT de les notes.
9 Aquesta consegiiéncia ja I’haviem vist a l’inici de la seccié d’evolucié dels valors esperats.
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compatibles.

Tots aquests aspectes els vam veure a la seccié 3.4. corresponent al quart Postu-

lat. No obstant aixo, formalitzarem el que vam dir amb uns teoremes:

e TEOREMA COMPATIBILITAT: "A i B sén compatibles si i només si A i
B commuten: [A,B] = AB — BA = 0. Aleshores aquests dos observables
comparteizen una base propia i, per tant, existeix una base comuna que

diagonalitza a A i B."

e TEOREMA D’INCOMPATIBILITAT: "Si A i B son incompatibles, aquests
dos observables no commutaran: [A,B] = AB — BA # 0. Aleshores, no
tenen cap base propia en comi ¢ no els podem diagonalitzar simultania-

ment."”

Aquest darrer teorema és important, doncs si sén incompatibles, se’ns

presentara el principi d’indeterminaci6é presentat a ’expressio (3.12).

3.10.1 Conjunt complet d’observables que commuten

Quan dos observables sén compatibles, ’'ordre en qué fem les mesures de A i B,
per exemple, sobre un estat és indiferent, la mesura que fem de A no afectara
al resultat de la mesura que fem de B. Per tant, un conjunt d’observables A,
B, C, ... que sén compatibles entre ells, és a dir, que tots commuten de dos
en dos ([4,B] =0; [B,C] =0; [A4,C] =0; ...) i la base que tots tenen en co-
mu és tnica (si s’ha trencat tota degeneracio); formen un Conjunt Complet
d’Observables que Commuten (CCOC). Els vectors d’aquesta base comuna
descriuen estats amb valors perfectament determinats a;, b;, ¢y, ... dels obser-
vables A, B, C, ...i, com a minim, amb algun d’aquests valors diferents. Aixi

doncs, la nostra base completa estara definida per els operadors segiients

A\ai,bj,ck,...> = ai|ai,bj,ck,...>
B\ai,bj,ck,...> = bj |ai7bj,ck,...>
C’\ai,bj,ck,...> = Ck |ai,bj,ck,...>

que formen un CCOC.
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Si coneixem aquests valors determinats a;, b, ck, ..., coneixem l'estat i vice-

versa; és el maxim que ens podem acostar al llistat de valors classic.

Ara tornarem breument a 'EXEMPLE 3.1., doncs és un bon moment per re-

prendre el cas degenerat i avaluar qualitativament el CCOC d’un sistema.

EXEMPLE 3.1.2

Segons el nostre exemple que ja haviem presentat, en l’estat no degene-
rat tindrem un tnic estat

ag = 2= |a2>
pero si ens trobem en el degenerat, la resposta serd una combinacié de dos estats
1= |[¢) = ala1) + Blas)

Per tant, hem d’anar fent preguntes intentant no variar l’estat de la primera
pregunta. Al cap i a la fi és com jugar al «;Quién es quién?s i per no
variar ’estat, hem d’intentar que les preguntes commutin. D’aquesta manera

definiriem una base completa amb un CCOC.

Tornant a ’exemple, el nostre operador A era

1 0 0
A=10 2 0
0 0 1
3 00
Si ara tenim un altre operador que commuta amb A: B = 0 3 0 |,si
0 0 1

preguntem a a=2, ho sabem que és agen A, doncs és el cas no degenerat. En

canvi, si ho preguntem per a a—1, tenim un subconjunt degenerat i hem de

1 0
preguntar a B per poder distinguir de quin es tracta:|{ 0 [;| O | o bé una
0 1

combinaci6 lineal d’observables 0

B

Per acabar, si un dels observables del CCOC és el hamiltonia, la base comuna a

tots ells és la formada pels estats estacionaris que no evolucionen i, independent-
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ment, tots els altres observables son constants del moviment. Si coneixem tots
els valors propis que caracteritzen cada vector d’aquesta base («bons nimeros
quantics»), aquest vector quedard determinat i tindra les mateixes propietats
fisiques per a tot instant de temps ¢ i variara amb la fase global e=**/"  perd
mai amb una relativa. Aixi passara, per exemple, en el cas de I’atom d’hidrogen,
on els tres «bons niameros quanticsy n, I, m; fixen inambiguament tot ’estat

del sistema.

3.11 Matrius de Pauli

En el primer capitol de les notes, explicaivem alguns experiments que es van dur
a terme a principis del segle passat i que van ser importants en el naixement
de la mecanica quantica. Cap al final d’aquest, vam estudiar I’experiment del
Stern-Gerlach. Aquest experiment il-lustra els postulats en un sistema de dos
nivells (espai de Hilbert de dues dimensions) i la mesura no succeeix fins que
I’electré no es detecta. Existeix una complementarietat en les mesures seqiien-
cials, doncs després del Stern-Gerlach els camins up/down es poden tornar a

juntar reversiblement.

Com bé haviem vist en ’experiment, ens mesura el molt que esta orientat el mo-
ment angular magnétic al camp magnétic aplicat en la direccié vertical, la qual
assignem com a eiz z. El moment angular magnétic total intrinsec de ’electro,
serd, proporcional a l'observable de I'sping S i el sistema és un observable
que mesura p,. Per tant, al mesurar-ho, van trobar que la distribucié no era

homogeénia, sin6 que tenia dos pics en els extrems superior i inferior, tal que

S, = :I:g, aleshores:
N R{1 O

1
De Vexpressié (3.16) podem definir |1) = < 0 ) com aquell estat que ens

0
doéna +g amb probabilitat 11 |[{) = < ) ) com aquell estat que ens doéna

_h
2

per una combinaci6 lineal dels dos estats, tal que |[¢)) = a|1) + 8|4) i la pro-

babilitat ens vindra determinada per Pr (S, = +2|y)) = (1] VI = o) i
2 2

Pr(S.=—5v) =) =8"

amb probabilitat 1. Aleshores, la resta d’estats ens vindran determinats
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A més a més, podem fer servir altres bases, per exemple:

1 1 1
{t=Jsm+ 5w =2sm- S}

i per tant
) =71+ +461-)

i la probabilitat és 4 quan a un observable A li apliquem un estat Pr(A]y) =
1712 = [(+] ¥)|>. Aixi doncs, 7 i & seran

1 @ = _1 =
7=<+W>=ﬁ(1 1) 3 mwerY s
= o5 (11 + (D (a 1) + 81
6:L(a—5)

V2

Ara podem realitzar el mateix experiment, perd enlloc d’estar orientat a l’eix z,

ho farem en l'eix z, tenint que S, = i%, amb l'operador corresponent:

A h{ 0 1
sot(h) .

En aquest cas, els estats possibles els podem representar de la segiient manera:
) = 1 1
‘ V2 \ 1

o1 (1

Ara ens podem preguntar que qué passaria si ara volguéssim saber si es pot anar
amunt o avall. A la Figura 3.2. fem una representacié grafica dels processos de
mesura d’aquests observables:

Que no es mantingui la pregunta inicial al variar d’observable, significa que no

commuten i, per tant, els operadors de 'spin S no formen un CCOC, doncs

[Swsz} £0
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ity
/s ‘+>.L_ SZ\J }2 |+>1,
) Sx 12 H,>— Sm
V=, )
iy |

Figura 3.2: Si introduim un estat |¢)) en lobservable S., ens pot sortir amb
probabilitat 1/2 I'estat |+), o bé |—) . Considerem que obtenim |+), i ara
introduim aquest estat a l’observable S, tenint que amb probabilitat 1/2 ens
sortird o bé lestat |1) o bé |]). Sigui quin sigui lestat de sortida, si el tornem a
introduir a observable S, obtindrem altra vegada amb probabilitat 1/2 Pestat
|[+), 0 bé |—),. Per tant, no manté la pregunta inicial i al variar d’observable
distorsionem el sistema.

De fet, en general la commutacié d’aquests operadors ens ve determinada per

[SSJ] = 2ie;;1 8 (3.18)

on hem introduit el tensor de Levi-Civita, que ve definit per
+1, si(i,5,k) és (1,2,3);(2,3,1); (3,1,2)

€k = § —1, si(i,4,k) és (3,2,1);(1,3,2); (2,1,3) (3.19)
0, sit=j;0j=k;oi=k

Tornant als operadors, només ens falta definir, segons els tres eixos espacials,

I'operador S i els seus vectors i valors propis en 'eix y:

. hfo0 —i
Sy—2<i o) (3.20)

Tenint com a valors propis de ’observable S, = i% i en aquest cas, els estats

possibles del sistema soén:
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Finalment, les matrius 6, , . tal qué Sy, . = g‘}z,ym corresponent a cada

observable de I’spin, sén les anomenades M ATRIUS DE PAULI:

&m<0 1) &y<9 Z) arz<1 0) (3.21)
10 i 0 0 —1

3.11.1 Operador S.. Orientaci6 intermitja del nostre apa-

rell.

Considerem ara una orientacié intermitja del nostre aparell Stern-Gerlach, per

exemple, la que indiquem a continuaci6:

Aleshores, el nostre vector 7 vindra definit per les coordenades

n, = sin(f)cos(p)
n, = sin(f)sin(y)
n, = cos(f)

Aixi doncs, 'operador més general en Iorientacio, és a dir, 'operador spin més

general és
O
S = 57@'5’ = 51’1’ oy | =185= | n;S; =
o, i={z,y,2}
_h cos(6) (sin(f) cos(p) — isin(f) sin(p)) |
2\ (sin(6) cos(p) + isin(6) sin(y)) — cos(6) -

&= h ( .cos(¢9)‘ sin(f)e~% ) (3.22)
sin(f)e*®  —cos(0)
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on els seus valors propis seran S; = :i:g i els seus vectors propis (estats del

10,
[ cos(g)ein
|+>ﬁ - < sin (g) ei/2

[=)a

sistema)

—
| w
B
Q
g =
ISIES
SN—
N
~_ O
o L
€
5 X
N
SN—

i a partir dels estats propis del sistema, podem reconstruir 'expressio (3.22) en

la seva descomposicié espectral com:

. h
$a=3

() (Hl = 1200 (=10) (3.23)

Observem que ens queden dos parametres independents, igual que en |¢)) =
@
alt)y+61) = 5 ), tal que |Oé|2 +18[* = 1; dones d’inici, tenim quatre para-

metres independents, dos reals (a, § € R) i dos complexos (o, 5 € C); perd com
per a tot «, [ existeixen 0, ¢, tal que |¢) = |[+);, tenim que la fase global i la

normalitzacié ens redueixen el sistema a dos variables independents.

Qualsevol estat d’un sistema el podem orientar de tal manera que podem predir
el resultat. Aix0o només ho podrem realitzar i sera valid per particules d’spin
1/2. En aquest cas, |[+); i |[—); son uns estats genérics, tal que |+). = |+7) i
=) = |—70).

Per tant, donat |77) podem determinar la matriu de Pauli en 'observable z. Per
fer-ho, utilitzarem els projectors Pyy = |(+ |7)|> i P_y = |(— |7)|* , tal que

() (2

Si ara ho fem per ’observable en z:

2 2

=cos(0) =n,

(02)5 = 1Py + (-1)P-y =

01

mh=w%m=w(lo

) |71y = sin(#) cos () = ng

i per I'eix y obtindriem n,. Per tant, observem que sén els mateixos n;, 1y, n.

que teniem al principi.

A continuacio, presentarem un exemple per avaluar qué passa si introduim un

10Recordem que és molt facil trobar un estat del sistema quan ja en sabem un, doncs si

[p) = ( g ) laltre estat del sistema sera |¢*) = ( _ﬂ " )

«
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camp magnétic al nostre spin orientat. Observarem que ’estat variara i, a més

a més, avaluarem ’evolucié temporal del sistema.

EXEMPLE 3.3.
Si apliquem un camp magnétic en l'eix z, el hamiltonia del sistema ens ve
determinat per

H=—ji-B=—p.B.

Ara podem introduir el concepte d¢e MAGNETO DE BOHR:

eh

= (3.24)

HB

per tant

1 0 1
H= _MBBUz = _MBB 0 1 = _7FM‘JUZ

on aquesta w correspon a
2upB
w = ZHB2D

h

Aleshores, els estats propis del hamiltonid no evolucionen, doncs
1) =t = e TP |}) — t — €7 |]). Aleshores, si tenim una combi-
naci6 lineal d’amdés estats (|) = «|1) + B8 [{)), la seva evolucio temporal sera
|(t)) = ae 2t |1) + Be!2t|]); on hi haurd una fase relativa que si depén del

temps.

Si ara agafem l’estat |77) i el fem evolucionar:
“iRemigt \ [ cos(§) e Rletet)
MErA B sin (%) /2 (ptwt) = i)

o= 0

~
(9]
©
L
N
]
S
N
o~

tal que

/

= pt+wt
és a dir, varia donant una volta en ’eix z (precessié?) i en aquest cas

Yy Yt
Ut:€ th:e zztaz

. ., s N L5 . . ‘s
Aleshores, en una orientacié arbitraria, tenim Uy z = e7'29% i és la rotacié

d’un angle 6 al llarg de I’eix 7.

“Coneguda com la PrRECESSI6O DE LARMOR
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Part 111

Mecanica Ondulatoria
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En aquest tercer bloc de les notes estudiarem la Mecanica Ondulatoria o de
Schrédinger. Primer de tot farem un estudi d’aquesta en una dimensié i després
I’extrapolarem a tres dimensions, doncs és el moén en el qué vivim. Presentarem
la reformulacié dels postulats, la representacié de coordenades i moments, va-
lors esperats i I’equacié d’Schrédinger. Juntament amb la densitat de corrent i
I’equacié de continuitat, presentarem la primera joguina quantica: El pou qua-
drat infinit i altres sistemes en els qué presentarem condicions de frontera per
a determinar les equacions que el descriuen (també avaluarem el pou quadrat
i finit, les barreres de potencial, l’efecte tiinel, les particules lliures...) i estudi-

arem 1’tnic sistema fisic que sabem resoldre exactament: L’oscil-lador harmonic.

Quan ens endinsem en la mecanica ondulatoria tridimensional, presentarem els
operadors i els observables corresponents, valors propis i funcions propies i les
joguines quantiques tridimensionals corresponents, juntament amb un estudi de

loscil-lador harmonic tridimensional.



Capitol 4

Mecanica Ondulatoria

Unidimensional

Fins ara hem vist que son els espais de Hilbert i les propietats basiques dels ope-
radors lineals que actuen en ells. També mitjangant els postulats, hem establert
la relacié que hi ha entre aquests objectes matematics i el mén fisic microscopic.
Per simplificar, perd, ho hem fet tot en espais de Hilbert de dimensio finita. Hi
ha situacions, on els estats del sistema viuen en un espai de dimensi6 infinita.
Malgrat que moltes de les propietats que trobem a dimensié finita es segueixen
complint a dimensié infinita, hi ha un parell d’excepcions que cal comentar.
Veurem que l'extensié a dimensi6é infinita és raonablement directa. Tot i aixi,
cal saber que una presentaci6 rigorosa de les suposicions matematiques que re-
quereix aquest tractament, fa servir eines matematiques forca sofisticades que

els fisics prenem prestades.

En aquest capitol, estudiarem el sistema de dimensi6 infinita corresponent al

sistema d’una particula puntual a ’espai.

4.1 Postulats i eines basiques

Pel Postulat 1, un ket |1)) pasa a ser una funcié d’ona (x), que especifica

completament [’estat del sistema en un instant tg.

Aixi doncs, partir d’ara, considerarem els estats del nostre espai de Hilbert

H representats en una base continua {z} Com hem vist en capitols ante-

zeR"
riors, I’espai de Hilbert és un espai vectorial sobre el conjunt dels complexos i

per tant les components d’un vector |¢) € H seran complexes, de manera que

106
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per a cada z tindrem un nombre complex i aquest vindra donat per la funcié

Pv: R — C
z = (z )

A més a més, com les funcions d’ona ¥ (x) sén funcions complexes de variable
real z; requerirem que la funcié sigui de quadrat sumable o integrable i concre-

tament que v estigui normalitzada. Per tant, el nostre espai de Hilbert ara sera
L2, tal que Y(x) € L2 1 [Lv*(x)P(x)de = [ p(2) ] dz < oo.

4.1.1 Representacié de coordenades o de posicid

Fins ara en dimensio finita teniem que un estat ens venia determinat per

C1

lv) = Zcz‘ lei) =

amb ¢; = (e; [¢).

Perd com el nostre espai de Hilbert ara té dimensié infinita i no numerable,
en notacié de Dirac, la funci6 ¢(x) és una representacié de coordenades o de

posicions del nostre estat |1), que passen a ser representats com

) = [ dela) ol 1) = [ (o 0} la) do = [ ()b} do
L

on ¥ (x) és amplitud de probabilitat davant la posicio.

Segons aquesta representacid, és facil comprovar que 1 és lineal. A més a més,
directament per la definici6 es compleix que ¢*(x) = (¢ |z).

Recordem que en una base finita, haviem definit el producte intern entre dos
vectors a partir de 'expressi6 (2.6). Mantenint la mateixa idea, considerem:

(¢ ) = <¢|/dzlx> (] |¢) = (¢l T¢) :/<¢ ) (= |¢) dx:/¢*(x)¢(x)dm
=I

Equivalentment podem fer el producte amb la representacié en la base de les

z, cosa que ens mostra que podem treballar amb funcions d’ona en comptes de
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treballar amb bras i kets:

) = / O(@) o) de; |g) = / o) |z) de

S(z—z")

[ o @) e [ v e = [[ drae's @) v 1)
~ [ @ vl

(@ |v)

on hem introduit el concepte de delta de Dirac'. Algunes propietats d’aquesta

son:
1. 64, (x) és integrable i integrada en tot I’espai déna 1.

2. 64, (z) ¢ L2 Aquest fet ens diu que |z) ¢ H. No hi ha cap estat amb una

x ben definida! Per tant, les posicions sén impropies.
3. 0y, () és derivable.

Si projectem el nostre estat |¢) sobre el vector de la base |z¢), tal i com hem

definit el producte intern del nostre espai de Hilbert, tenim:

(@0 10 = [ 62,@) wla)do = w(a)
doncs introduint la delta de Dirac, tenim per construccié (zq |¢) = ¥(xg).

Introduim la delta de Dirac doncs, com que per definicié, projectar sobre un bra
(x0| ens dona el valor de la funci6 avaluada en aquest punt (1(zg)), necessitavem
una funcié que aixo ho fes coherent amb la definici6 del producte intern i aquesta
funcio és la delta de Dirac. De manera que (x |xg) = d,,(z) = §(x — ). A meés
a més, si avaluem la norma [ |0(z)|” de = [ 6(x)6(x)dz = §(0); divergeix. Per
tant, els estats |z) no sén normalitzables i es compleix la propietat 2. Aquests
estats |z) no son de sentit fisic, doncs no poden estar exactament en z, sind que
segueixen una distribucio de probabilitat al voltant de x. Aquests estats son els
anomenats ESTATS IMPROPIS «RIGGLED HILBERT SPACE» i equipem H amb

els estats impropis.

Aixi doncs, ja estem parlant d’una nova base en ’espectre continu, concre-
tament de la base de les coordenades o la posicié que ens generen l'espai de
les z. Per tant, X serd l'observable de ’espai de les z tal qué X |z) = z|z) i

(| X |x) = (a' |z) x = 6(x — 2')x. Aleshores, d’aquesta manera es compleixen

1E] podem trobar explicat a les notes d’Electromagnetisme
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les propietats basiques d’una base ortonormal:

1 siz=2a'

0 siz#a

(x ]a) =

Probabilitat

Al trobar-nos en una base impropia, no té sentit parlar de la probabilitat Pr (z)
de trobar una particula en una posicié zg determinada, tal i com haviem dit.
Aixi doncs, parlarem de densitat de probabilitat en xg com p (zg), el qué vol dir
la probabilitat de trobar la particula en un valor de = € [z, zo + dz]. Aquest

valor el definim com

dPr (x0)

o = Plo) =l{zo W) = v (z0)|”

Si el que volem és determinar la probabilitat de trobar la particula en un intérval

general [a, b], només ens cal integrar sobre tota la regio:
b b
Pr((a, b)) = /p(x)da: _ /|¢ ()| da (4.1)

Podem observar certes conseqiiéncies d’aquestes definicions:

o Prg = [pp(x)de = [T p(x)de =1

e El valor esperat ens vindra determinat per:

Wil = [ 0@ evta) = [ ol @ do= [ pla)eda

—
=
~—
<
Il

7~
=
V)
~
<
Il

Wla* ) = [0 (@) o) = [ 210 @) do = [ pla)etds

e La incertesa del sistema vindra determinada per

Operadors

Anem a veure ara com son els operadors i els observables en aquesta represen-

tacio. Sirecordem dels capitols anteriors, amb dimensi6 finita, els operadors es



CAPITOL 4. MECANICA ONDULATORIA UNIDIMENSIONAL 110

represent aven com

(e Aler) -+ (er] Alen)

A= :ZZ 61|A|6] lei) (€]

(enl Aler) - (en] Alen) e

Si ara els avaluem en dimensié infinita obtenim:

A:/dm) (x\A/da:’|x’> | :/dx/dx’ (2| A |2') |2) (]

en general, si les posicions sén propies de 'operador i en conseqiiéncia, 'operador
és de la forma f(%)2, aleshores (z| Alz') = f(2'){(x |2') = f(2')(z —2) i,
d’aquesta manera 1’operador posicid, per exemple, el podem expressar com

x—/dz/dm (x| &|2') ) <m'|—/dr/dr/m/5(r—r |z) <a:/|—/ (z| dz

Si ens fixem, aquesta expressio té molt de sentit, ja que es tracta de la suma de
valors propis de Z multiplicats pels projectors de cada espai propi. Aquesta és
la reresentaci6 estandard d’un operador qualsevol en la base de vectors propis,
doncs si recordem ’expressié (2.10) és la corresponent en dimensi6 finita.

Aixi doncs, tota la informacio de |¢) esta en t(z), doncs la funcié d’ona es-
ta descrita en la base de les z per I'observable X.

Per altra banda, podem avaluar com actua l'operador del moment lineal en

la base de les 3. Aquest ho fa de la segiient manera:

plo) = [ 225 ) o

i com ens serd més comode treballar directament amb funcions d’ona, I’expressio
h 3111(90) haw(m

en mecanica ondulatoria de p|tp) vindra determinada per %
A més a més, tenint en compte aixo, sabem que per a qualsevol operador pro-
pi de les posicions i els moments (que depengui unicament de z i p: f (&,p)),
trivialment tenim que en mecanica ondulatoria podrem expressar aquesta fun-
ci6 com f(&,p)[v) = f(z,—ihZ)p(z). De fet aquesta expressio es tro-
ba en la representacié de les z, perd si volguéssium representar & en la ba-

se de les p, tindriem iha’g;p)

F @ p) ) = £ (ihds.p) v(p).
2 (@) |z) = f(2) |2)

En el segiient apartat estudiarem la representacié de moments.

, tenint que la nostra funcié anterior ara seria
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Abans de demostrar 'afirmacié per la representacidé de les x, presentarem el
concepte de traslacions, doncs és una part important dels conceptes de simetri-

es que anirem presentant al llarg de les notes.

4.1.1.1 Traslacions

En fisica classica es poden veure les traslacions de la segiient manera

7 F+d = Ty(7)

_>
%

S
Sy

on Tz(Z) és loperacio classica de traslacié (no un operador com els que hem

vist fins ara).

A mecanica quantica definirem un operador T,, que es comporta de la manera

segiient sobre la base propia de z:
T, |z) =|z+a) (4.2)

Veiem com actua sobre un estat qualsevol:

Tla) = T [delo) o 0) = [ Tudolo) (o) = [ dole+a) @ 1o) =
= [ @ —alle) = [dete-alu)l)

El terme amb prima no té molta importancia, és un index innecessari ja que la
integral s’opera en tot el pla real i llavors tindrem el mateix resultat. Per tant,

veiem ara qué és aquest braket que tenim a dins la integral:

(z—a ) =va(r) =(z —a) = (x| Ta [¢)

Es a dir, el que ens fa és desplacar la funcié d’ona una distancia a. Podem veure

algunes de les propietats més significatives d’aquest operador:
i) T, és unitari i, per tant, es conserva el producte escalar.
i1) T,Ty = Tuts, €l que ens diu que és associativa, compleix la regla de com-

mutacio i és una relacié de tancament, és a dir, que una traslacié aplicada sobre

una altra també ho és i pertany al mateix grup.
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i) (T,) ' =T_,
Z"U) Ta:() =1

Les propietats 44) 1 iv), juntament amb la propietat 7); defineixen un grup.
D’aquesta manera i segons amb les propietats, ’operador de traslacié vindra

definit de la segiient manera:
T, = exp (—iaH) (4.3)
amb a € H i H és un operador hermitic, al qual anomenem generador. Segons

el teorema d’Stone s’ha de complir que un operador unitari ha de ser igual a

’exponencial complexa d’un nombre hermitic, és a dir Unitari=e?(Hermitic)

Aleshores, T, és un operador unitari. Anem a veure que és aquest generador de

traslacions que tenim en ’exponent:

)=dlz+a)=(z+a)|r+a) = (x+a)T,|z)
z) = &T, |z) = z |z) = [z, T,] |z) = aT, |z) =

=[x, T,] = aT,

Si desenvolupem ’operador fins a primer ordre:
T, = e~k — 1 _jak +0O (a2)

tenim:

—ialz, k| =a=[z,k]=i= k:ﬁ

D’aquesta manera, la forma general de ’operador traslacio és

iap

T,=¢ = (4.4)
que per regla general, és un generador de traslacions i estd associat per la trans-
formacié donada per la variable canonica conjugada, el moment lineal.

Ara és un bon moment per veure la demostracié abans comentada:

DEMOSTRACIO
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Per veure que el moment lineal té aquesta representacié, utilitzarem que aquest
és el generador de traslacions que actua sobre els estats posicié segons l'expres-
si6 (4.2) i que té la forma de (4.4). Aixi doncs, si considerem la segiient traslacié

i la desenvolupem en la via de 'operador traslacié i en ’aplicaci6é de la funcio

d’ona:
I [
Y(z + dx)
si ara apliquem Taylor:
=y(x)
(@ +de ) = (@ T+ %2+ O (d2?) [¢) = (o |§) + % (2] p|9)
(z + dz) = (x) + 228 4z 1 O (da?)

de manera que si ara igualem els termes dels polinomis que ens surten al desen-

volupar en Taylor:

81255) - %dw (x| plp) = | (x| plop) = %612561‘)

com voliem demostrar?.

A més a més, tenim®:

plv)

= fan fartsw -0 20 i < [l

Gracies a aquest darrer desenvolupament, podem veure d’on surt el principi

d’indeterminacié de Heisenberg, doncs

[l = <xiﬁﬁilw>zﬁ( @)~ Lo |¢>)
ih (2] T4) = ()

per a tot |¢), |z) € H.

4En tres dimensions, tindriem que 5= —ihV.
5Tenint en compte les propietats segiients:
dx) = —d(-=)
@) f(x) = —d(x)f'(2)

[s@ =) f@iz = o)

dx [ dz' (@)p|') 2} (& ) = a2 2L (5 (@ — o) [5) (')
] //?
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Aixi doncs en conclusio, podem veure d’aquesta deduccié que

2, 9] = ih (4.5)

on també podiem haver arribat a partir del principi de correspondéncia, fent
servir els claudators de Poisson. Classicament tenim {x,p} = 1, per tant, pel

principi de correspondéncia:

4.1.2 Representacié de moments

Com hem vist a les notes de Mecanica Classica, les magnituds de la posici6 i el
moment lineal soén el pilar central de construccié de totes les magnituds mecani-
ques. De fet, en mecanica analitica, el hamiltonia depén només d’aquestes dues
magnituds i, d’aquesta manera, podem fer servir els postulats i transformacions
matematiques per a obtenir els equivalents quantics de cada magnitud utilitzant

els operadors Z i p.

Hem realitzat préviament I'estudi en representacié de coordenades o posicio,
doncs és més habitual aquesta notacié. No obstant aixo, a vegades és util pre-
sentar les variables del sistema en representacié de moments. Aixi doncs, prenem
ara com a base del nostre espai de Hilbert la base formada pels autovectors de
I’operador moment lineal p.

De la mateixa manera que succeia amb ’espectre d’autovalors de z, els de p em-
plenen tota la recta real (sén continus) i sén impropis, tal que (po |p) = dp, (p)

i no tenen sentit fisic.

Per diferenciar la representacié en base de les nostres funcions d’ona, la cor-
responent a la base d’autovectors de moment lineal la presentarem com (p),

de manera que:

Y(p) = (plY)

<
I

/ d(p) Ip) dp

Anem a estudiar com sé6n els operadors d’aquesta base. Sigui f(p) un operador
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que només depén de p, aleshores

@' (D) Ip) = f(p)d (p—p")

i com que |[p) és un autovector de p, també ho és de f(p) i al commutar es
compleix

f®)Ip) = f(p) |p)

Canvi de base

De la mateixa manera que hem fet amb la representacié de coordenades, estu-
diarem com es representen les funcions d’ona dels autoestats del moment en la
base de coordenades; d’aquesta manera podem fer canvis de base en les diferents
representacions segons la conveniéncia del sistema. Es a dir, que si tenim un

estat propi del moment lineal |p)com determinem la seva 1, (x).
Sabem que p|p) = p|p) de manera que

_ma%%m = (alplp) = (alplp) = p(x Ip) = pry(a)

0
= il ty(x) = piy (o)
Si resolem ’equacié diferencial, obtenim que
Yp(z) enPT

Aleshores, per desfer la proporcié i calcular el factor de normalitzacié avaluem

el braket segiient:

(plpo) = (Pl lpo) = /(p ) (x |po) dz = /%(ﬂf)%o(ﬂﬁ)dﬂi =
_ b e o oy = L e H PPy = § (py — p)
2mh 2mh

on en la darrera igualtat hem aplicat que cal zero excepte quan py = p, que

correspon a una delta.

Aixi doncs, tenim
1

V2rh

és a dir, el moment lineal es comporta com una ona plana si esta representat en

( |p) = vp(x) = (4.6)

la base de les z. Aix0 ens diu que quant més moment lineal, més oscil-la (més
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energia); recordant-nos a la longitud d’ona de de Broglie.

Veiem ara com podem fer el canvi de base propiament. Sabem que un estat

|1h) es pot representar com [p) = [1b(z) |z) dx = [ (p) |p) dp, per tant, només
ens cal projectar aquest estat sobre la base dels moments tenint

00 =010 = [ o lde = [ e e @)

Observem que per canviar d’una base a una altra apliquem la Transformada de
Fourier® de 1 (z) i, andlogament podem trobar el canvi de base invers fent la

Transformada de Fourier inversa:

1 R i
wm:%ﬁ/:w@ﬁ%m

Probabilitat

La probabilitat en el cas del moment lineal es tracta de la mateixa forma que
en la posicié. Parlarem de densitat de probabilitat de que una particula que
estigui en un estat [¢) tingui un moment lineal py com
5 - 2
p (po) = (oo [0} = [ (no)|

i si volem determinar la probabilitat de qué el moment lineal es trobi en I’intérval
[a,b]; de lexpressi6 (4.1), de la mateixa manera obtenim

b b
Pr(a.th = [ oo = [ |60 do

4.1.3 Equacié de Schrodinger

Segons el Postulat 5, la dindmica del sistema ens venia descrita per I’expressio
(3.5)7, de manera que si projectem sobre z, obtenim I’equacié de Schrédinger
depenent del temps per a la mecanica ondulatoria i com aquest commuta amb

tots tenim d d
ih%w(ac,t) = (7| Zh% (1)) = (x| H [y (=, 1))

6El concepte de transformada de Fourier el podem veure a les notes d’Optica.
7Si la recordem tenfem ih-% [1(t)) = H |1)(t))
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Com el que habitualment necessitem és trobar els estats propis del Hamiltonia,

en una base finita teniem:
2

110) = (2. +V() 16 = B.lo)

2m

tal que |¢) representa els estats propis del hamiltonia i E Penergia (valor pro-
pi) de lestat considerat. Si ho avaluem en dimensié infinita i no numerable,

projectarem l’equaci6 sobre la base de coordenades:

( ” o, V(x)) é(z) = (g (ﬁZ + V(fc)) 6) = (2l B|6) = Eon(z) =

 2m 22 2m
n? 92 n? 92
(g V@) 60 = (g 4 V@ 0le0) (48)
Aleshores, les equacié de Schrodinger depenent del temps quedara
0 h? 9?
Zh§¢($’t) = —%@w(l‘,t) + V(z)(z,t) (4.9)

Per tant, per determinar els estats propis del hamiltonia en funcié del temps,
es redueix a trobar les funcions d’ona que compleixen (4.8). Es a dir, estudiar
I’evolucié temporal de les funcions d’ona consisteix en descomposar-la en super-
posici6 d’estats propis del hamiltonid per a un temps conegut (per exemple ¢t =

0) i després utilitzar 'equacio (4.9) independentment en cada terme:

$(x,t) = ¢(z,0)e "7

De manera que segons si I’espectre d’energies és finit, discret o continu, tindrem

N
Y, t) =3 dulz,0)e 7
n=0

Y(at) = palz,00e 7
n=0

E()\)

1/}(:E7t):/¢)\(x,0)e_i Ao td\
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4.1.4 Densitat de corrent i equaci6é de continuitat

Si realitzem I'estudi estadistic de les magnituds fisiques presentades, a partir de

la funci6 d’ones ¥(x), podem determinar el valor esperat de la posicio:

(), = /3:|1/1(33)\2d1: (4.10)

i treballant una mica més, del moment angular:

o =twlptor = [ o) (<ing ) o hao = [0 @) (in ) wiopas

Com el valors esperat del moment lineal és un nombre real, al conjugar-lo obti-

drem el mateix, per tant:
W)y = [0 @) (i) via)ds
Ply = ox
R

de tal manera que podriem realitzar una estratégia molt utilitzada; partim de

la base més elemental del valor mig entre dos nombres:

. D)y + D)y ih opr(x) . 0Y(z)
Bly=—"—F—"=[ 5 (¥ — ¥ (z) dx
¥ R/ < )

2 Ox or

Aleshores, definim el corrent de probabilitat com:

_ ik O (a,t) o\ OU(x,t)
Hant) = o () 2D a2 (4.11)
De manera que el valor esperat del moment lineal sera:
(5)y =m / J(x)da (4.12)
R

Si ara considerem la densitat de probabilitat p(z), i recordem I’equaci6 de conti-
nuitat que ja hem vist en la conservacié de carrega o massa a les notes d’Electro-
magnetisme i Mecanica Classica, respectivament; en un sistema unidimensional

podem deduir facilment ’equacié de continuitat en la mecanica quantica:

Op(z,t) n aJ(x,t)
ot Oz

=0 (4.13)



CAPITOL 4. MECANICA ONDULATORIA UNIDIMENSIONAL 119

Abans de demostrar ’equacié de continuitat, intentem donar una interpretacio
d’aquest corrent de probabilitat. Si considerem la probabilitat Pr(z) de trobar
la particula en un intérval (x € [a,b]) i tenint en compte les expressions (4.1) i
(4.13):

b b

w - / de - —/J(x,t)dt — J(a,t) — J(b,1)

a a

i ho podem entendre com el flux net de corrent de probabilitat, de manera que
si aquest és positiu (negatiu), aleshores la probabilitat de trobar la particula a
lintérval tendeix a augmentar (disminuir). En termes de corrent de probabili-

tat, podem dir que la probabilitat entra a (surt de) l'intérval [a, b].
Anem a veure la demostracio:

DEMOSTRACIO

Utilitzarem les expressions (4.11) i (4.9), juntament amb la conjugada d’aquesta

dltima: , i
5V @) =~ [—Qmaﬁ + V(x)] P (2,t)

Aixi doncs:

Doty = 2wt ) = w20 4y 2D
bl ) [ g )] - —vtet) [V )| +
0 @t) [ 2 )|+ Ge) [ V@0t 0)] -
= —tet) [ D]+t [ Pt -

[0 0 0 t) =8 (0nt) b0 =

tal i com voliem demostrar.
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4.1.5 Teorema D’Ehrenfest

En aquest apartat intentarem aproximar les equacions classiques amb modifica-
cions quantiques. Primer de tot partim de la base de l'expressi6 (3.15) que ens

descriu I’evoluci6 temporal d’un operador A.

A continuacié presentem un parell de proposicions que ens seran d’utililitat

a ’hora de demostrar els teoremes:

Proposicié 1. Siguin A i B dos operadors que compleizen HA,B] fl] =
HAB} B} = 0; aleshores

(4,87 = np [4.B)
DEMOSTRACIO:
Per demostrar la proposicié 1, aplicarem el principi d’induccié:

Si n = 0, el resultat és evident. Si suposem que també és cert per un n -

1, llavors, si utilitzem que

tenim

com voliem demostrar.

Proposicié 2. Siguin A i B dos operadors i f una funcid analitica; alesho-

()] -0 i

res

DEMOSTRACIO:
Per demostrar la proposicié 2, aplicarem el desenvolupament en série de Taylor

de la funci6 f i la proposici6 1:
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Ar(B)] - AiB zi [A,Bn]:ganngn—l 4.5] -
)
0B

com voliem demostrar.

Aixi doncs, presentem les dues equacions d’Ehrenfest:

Primera equacié d’Ehrenfest:

= 5) (114

Observem que retornem al classic p = mj—f = muv.
DEMOSTRACIO:
Per demostrar la primer equacié d’Ehrenfest, utilitzarem ’expressio (3.15) i la

proposicio 2:

P A S A | 1, . . _
gl = S ([ea]) =5 | 5n (@) + @V @) | =
=0
11 fop* . o\ 1
= iho2m <8p'[$,P]> o (D)
~~ ih
2p
Segona equacié d’Ehrenfest:
gy = (F(@))=— (V@) (4.15)
dt
Observem que retornem al classic % =F= f%V(az) en una dimensio.

DEMOSTRACIO:
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Ho farem en una dimensié i ho extenem a varies variables:

Sw o= = ([pa])= fh(l<[pp}>+[pvu)n)—;q@vmm—

=0
= LWV @) V@) = [ @VE) av@dn — [ @) - (V@) d =
/w (z)V z)— (z)dx —/w OV :n) (z)dx — /1/1 61/);:6) V(z)dz =

- [+ @2 p(a)ds 2 gy = (F)

on recuperem la segona llei de Newton.

Conseqiiéncies de les equacions d’Ehrenfest

Sembla que aquestes equacions impliquin que les trajectories quantiques siguin
iguals que les classiques, perd podem donar exemples en qué veiem que no.
Si ens fixem en la segona equacié d’Ehrenfest, coneixem el valor esperat de la
forga, perd aix0 no ens permetra aillar el valor esperat de z, que és el que ens

determina la trajectoria; és a dir, en general

(F'(2)) # F((2))

Per exemple, si considerem el cas de F = az? tenim:

5493 .dp) _dp _ 02 2
o Classicament: = = ¢ = ax® = a ()

e Quanticament: (p> = (az?) = a (2?)

i aixd és diferent, doncs en general es té (2?) # (z)°.

4.1.6 Teorema del Virial

El teorema del virial ja el varem veure a les notes de Mecanica Classica. En

mecanica quantica, en general es compleix

oA ~2 ~
a Ztm = % — {79V (7)) (4.16)
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En particular, per a un estat estacionari, és a dir, propi del hamiltonid o que

compleixi 4 (2,p) = 08, tenim:

= ) _ % (F9V (7)) (4.17)

en que T, com en les altres notes, és ’energia cinética.

4.2 La primera joguina quantica: El pou quadrat
infinit
El pou quadrat infinit és la primera joguina quantica i s’anomena d’aquesta

manera perqué es considera un sistema descrit pel potencial

0 sizel0,L]
V(z) = (4.18)
oo sixz¢[0,L]
4
0 L x

Figura 4.1: Representacio del potencial d’'un pou quadrat infinit.

Si observem la Figura 4.1., trobem representada la funci6 potencial (4.18). amb
una amplada L.

El que volem trobar soén els estats estacionaris del sistema i les energies corres-
ponents. Per fer-ho, ens caldra resoldre ’equacié de Schrédinger independent

del temps, és a dir, que per un estat estacionari |¢) tenim que:

e Siz ¢[0,L]; ¢(x) = 0, doncs per hipotesis 'al¢ada del pou és infinita i
amb aix0 indiquem que s6n impenetrables i la funcié d’ona fora d’aquest

rang de valors ha de ser zero. Al ser una funci6 d’ona continua i de

8Que compleixi aix0 és trivial, perd ho podem veure a continuacio6:

d<§£ﬁ> _ % ([ap.01]) = % << [:z;a, %} > + ([:Eﬁ,V(g&)})) —0

doncs la primera commuta en moment lineal i la segona en posici6.
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quadrat sumable, podem imposar les condicions de contorn del sistema,

tal que ¢(0) = ¢(L) = 0.

e Siz € [0,L]; podem determinar la funcié d’ona utilitzant ’expressio (4.9)

amb la base de valors propis del hamiltonia, de manera que el que hem de

resoldre és

R ()
2m  Ozx?

?¢(z)  2mE
Ox? h2

= E¢(x) =
i obtenim com a solucié general®:

o(x) = Asin(ax) + B cos(ax)

9(z) =0

Per resoldre ’equaci6é que ens descriu els estats estacionaris i les energies del

sistema, utilitzarem les condicions de contorn presentades:

0= ¢(0)= Asin(a0)+ Bcos(al) = B

0= ¢(L)= Asin(aL)+ Bcos(aL) = Asin(aL)

D’aquesta manera, necessariament s’ha de complir que per k € Z, tenim

2m|E
al =/ ”;L Jy—

cosa que implica que les possibles energies i, conseqiientment, els possibles estats,

vindran determinats i donades per les expressions

Apsin (52z) siz €[0,L]

or(z) = .
0 six¢[0,L]
k2m2h? T2h?
E, = - — " p2 Nt
b 2mL? omr2 "€

(4.19)

(4.20)

Podem observar el canvi de k per n en l'expressi6 (4.20), doncs podem consi-

derar els nombres naturals positius enlloc dels enters, ja que els valors positius

i negatius de k representen la mateixa energia.

Ara ens cal normalitzar aquestes funcions d’ona, doncs d’aquesta manera tro-

9Resolent ’Equacio diferencial i definint o = 1/ 27!
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barem una base ortonormal o de Fourier:

L

_ 2 _ A2 . g (NMTX _ 2£ . g
1—/\¢k(x)| dx—Ak/s1n<L>dx_Ak2:>Ak_ 7
R 0

Una altra observacié que podem fer, és que segons on agafem ’origen les so-
lucions d’ona venen representades per sinus o cosinus, és a dir, si haguéssim
agafat els extrems del pou en [—7/2, I/2], la soluci6 vindra determinada pel qué
s’anomena POU SIMETRIC, de manera que en aquest cas el potencial el podem
pensar com

0 i</

V() =
oo sijx| > 1L/2

i resolent aquest sistema centrat en 1’origen 0, obtenim les solucions segiients:

2 cos (k—”x) si k és imparell
oty =  VEC ) ke (a1
\/;sm (EEa) ik és parell

4.3 Pou quadrat i finit

Les diferéncies amb el cas anterior venen condicionades a que ara el potencial

no és infinit (les particules es poden escapar) i son basicament les segiients:

1. Cal imposar la continuitat de la funcié d’ona i també, la de la seva derivada

als dos extrems de la barrera. Tindrem calculs més senzills perd més llargs.

2. El nombre d’estats estacionaris lligats és finit. El concepte d’estats lligats
significa que tindrem estats atrapats dins el pou i que donen probabilitat
nul-la de trobar la particula infinitament lluny de I’origen on hi ha el centre
del pou. A més a més, al ser estats estacionaris, qualsevol estat que sigui

una combinacio lineal d’estats lligats romandra confinat per sempre.

3. La probabilitat de trobar la particula tancada fora del pou no és nul-la

(cosa que classicament és impossible!!)

Tot i aixi, com en el cas anterior, les energies estan quantificades i les funcions

d’ona alternen entre parells (cosinus, dins del pou) i imparell (sinus, dins el pou).

Aixi doncs, anomenarem pou quadrat i finit d’amplada L, al sistema amb un
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potencial donat per

Vo si < L/2
Vi< V0 Sl <t (4.22)
0 si|z| > L/2

i que ve representat per la Figura 4.2.

V(%)

-Ly2 Vo

Figura 4.2: Representacio del potencial d’un pou finit.

De la mateixa manera que abans, volem determinar els estats estacionaris del
sistema i les energies corresponents. Aix{ doncs, la condici6 principal per a qué

un estat sigui estacionari és

1 0Po()

C2m 02

+ V(z)p(x) = E¢(z)

Aleshores, podem distingir els tres casos segons els valors de les energies:

e [ > 0. En aquest cas podem veure que la soluci6é és del tipus d’ona
harmonica, pero resolent ’equacié podem veure que tenim una freqiiéncia

diferent per a les zones de fora el pou (Ii III) i la de dins el pou (II):

Asin (ax) + Beos(ax) siz < —L/2
¢(z) = § C'sin (ax) + Dcos(ax) si |z| < L/2

Fsin (ax) + Geos(ax) sixz > Lf2

2m|E| 2m (E + V)
4= o TN TR

Si ara imposem continuitat segons les condicions de contorn del sistema,

on definim

tal i com vam presentar a la seccié anterior:

$(0) = Asin(a0) + Bcos(al) = B
= Csin(a0) + Dcos(a0) = D
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Ara imposem derivabilitat!?:

Aacos (ax) — Basin(az) six < —L/2
¢(x) = { Cacos (ax) — aBsin(az) si |z < L2

Facos (ax) —aGsin(ax) six > L/2
Per tant, aplicant ara les condicions de contorn en la primera derivada:

¢(0) = Aacos(al)+ Basin(al) = A =
= Cacos(a0) + Basin(a0) = C

Aleshores, per simetria del sistema segons les seves regions (Figura 4.2.)
tenim F' = A; B = (; podent afirmar que es tracta de la mateixa ona
harmonica perd amb una freqiiéncia diferent a ’exterior que en l'interior
del pou. Aixd ens suggereix que quan ’energia cinética és més gran, la
freqiiéncia d’oscil-lacié augmenta; doncs té sentit al haver-hi “més movi-

ment”. Aixo ho podem observar a continuaci6 a la Figura 4.3.:

UMWY

S V(x)=0 d -

-L/2 -V L2

Figura 4.3: Funci6 d’ona quan F > 0. A linterior del pou tenim un nombre
d’ones més gran, el qué fa que les freqiiéncies de la mateixa ona a dins i a fora
del pou siguin diferents.

Una altra cosa important per destacar és que la funcié d’ona no és nor-
malitzable, és a dir ¢(z) ¢ L2, doncs Pespectre és continu i per tant es
produeix un fenomen amb els valors i estats propis semblant al que es
produia amb els observables com la posicié o el moment lineal. Per al-

tra banda, com que no podem normalitzar no podem determinar A i B.

100bservem que en el pou infinit no varem aplicar derivabilitat, doncs no feia falta ja que
ja disposavem de totes les dades necessaries.
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Aquestes constants son variables i tenen una interpretacié que veurem més

endavant a la seccié de «Barrera de potencialy.

o F < —Vy. Aquest cas és impossible, ja que si fos aixi I’energia cinética
_ 12 9%9(x)

2m  9z2

la segona derivada de la nostra funcié d’ona estacionaria seria convexa en

seria negativa a tot el pla real i com (z|1'|¢) = , tindriem que
tot R. Aix0 no pot ser ja que en aquest cas no només no podem norma-
litzar la funcié d’ona, sin6é que aquesta tendeix a oo quan x — £oo, el
queé voldria dir que existiria un valor de z tal que |qz§(alc)|2 > 1, cosa que és
totalment absurda.

e — 1 < E < 0. Per aquest cas procedirem igual que en el primer, resolent
I’equacié diferencial segons a la regié en qué ens trobem:

Ae™** 4+ Be** six < —Lf2
¢(z) = { Csin (az) + Dcos(az) si |z| < L/2
Fe™ " + Ge™® sixz > L/2

La funcié ha de ser normalitzable, de manera que necessitem que tendeixi

a zero a ’'infinit 1 aixd només succeeix si A = G = 0.

A més a més, per definicié tenim que

*+a ="~ (E+ W+ |E|) ==V
@2 +a* = =1 (B+ Vo + |B) = 5V
2m ~
o = ﬁ‘/o—OéQ (423)

Per altra banda, com el nostre potencial és simétric, existeixen solucions
simétriques (cosinus) i antisimétriques (sinus) linealment independents.

Anem a avaluar ambdues solucions:

- SOLUCIO SIMETRICA: Aix0 implica directament que C = 0i B = F.

Imposem ara com sempre, continuitat i derivabilitat en z = L/2:

hASS
R
2o b
~_
|

L
Fe™"* = Dcos (072> (4.24)

L
R
2o b
~_

Il

L
—Fae™*"? = —Dasin (072) (4.25)

Si ara dividim les expressions (4.24) i (4.25), obtenim facilment la relacié
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amb D'expressio (4.23):

2m _ - L
e m — &tan (a2> (4.26)

- SOLUCIO ANTISIMETRICA: De la mateixa manera, obtenim directament

que D =01 B = -F. Si imposem continuitat i derivabilitat en z = L/2:

ASH
N
N |~
~
Il

L
Fe~ "2 = C'sin <&2>

S
—
2|
~—
|

L
—Fae " = Cacos (d2>

o = —acot d£
N 2

i utilitzant expressio (4.23):

i dividint-les obtenim

L
a=1/—Vy—a?= —acot (d2) (4.27)

Es a dir, les solucions del nostre sistema en aquest cas, sén exactament
aquelles que compleixen (4.26) corresponents a les solucions simétriques, o
be (4.27) com a solucions antisimétriques. Aquestes equacions s’anomenen

equacions trascendents.

Si interpretem que prenem & com a variable de les nostres funcions, tot i
que indirectament la nostra variable és I'energia de l’estat que tinguem!!,
quan obtenim una & per a la qué es compleix una equacié trascendent,
aleshores existeix una dnica energia per a aquesta &. A la Figura 4.4.
podem veure representades aquestes funcions, juntament amb les inter-
seccions de les funcions de ’esquerra de les equacions i les funcions de la
dreta.

Podem observar que els estats van en ordre de menys a més energia, doncs
I’energia és proporcional a & i, a més a més, sempre tindrem estat fona-
mental ja que la tangent i 'arrel sempre es tallaran al primer quadrant.
L’altra cosa important a observar és que sempre hi ha un nombre finit
d’estats estacionaris i que ’energia de ’estat amb 1’energia més alta esta

acotada pel punt en qué ’arrel talla ’eix de les abscisses, tal i com hem

11S6n magnituds o variables directament proporcionals, si una augmenta l’altra també o si
una disminueix, ’altra també.
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O] o
03

a = f/zmvo

Figura 4.4: Grafica de les funcions de les equacions trascendents en funcié de
a.La «parabola decreixent» correspon a la part esquerra de les equacions i in-
tercalades tenim representades la tangent (més fosques) i la cotangent (més
clares). Es pot observar que en les interseccions son aquells punts on tenim un
estat estacionari.

indicat a la figura:

Per tant, si tenim un n € Niun /2 € R, es compleix

2m L s n2mw2h2
VoV = Zmae > e & Vo > L
p 0T ¢ Ny T a2

i aleshores, existeixen como a minim n estats estacionaris; és a dir, que

N

la profunditat del pou determina el nombre d’estats estacionaris. De la

mateixa manera, si fixem V{ i variem "amplada del pou, tindrem

i, per tant, ’amplada del pou també determina el nombre d’estats estaci-
onaris.

Aixi doncs, donades la profunditat i ’amplada del pou, Vj, %, respec-
tivament; hi haurd un cert nombre n € N d’estats estacionaris ¢,, amb

energia F,. Per conveniéncia, els ordenarem de menor energia a major
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energia, podent observar aix6 que l'estat d’energia més baix (l’estat fona-
mental) és sempre parell, el segon estat (primer estat excitat) és imparell,
el segon excitat, parell, el tercer imparell, i aixi consecutivament'2.

A continuacio, presentarem a la Figura 4.5. una grafica de les funcions

d’ona de ’estat fonamental i els tres primers estats excitats. .

y) 3
- L4 X

—— n=4

d
/o )((iﬁ il

n=3
¢7 =
EN T
EFE n=1=n,
-L/2 L/2
4

Figura 4.5: Podem veure representades les uniques funcions d’ona estaciona-
ries del nostre sistema confinades al pou, juntament amb les seves respectives
energies i els seus nivells energétics.

Finalment, podem concloure que ’energia estd quantitzada a dins del pou
i, a més a més, hi han estats amb probabilitat no nul-la en regions on

I’energia cinética és negativa, cosa que no esta permesa en Fisica Classica.

Ja per acabar, determinarem, imposant continuitat,les constants de les

solucions d’equacié d’ona:

F L\ oo F ([ L\ .z
3 = cos <a2)e ; Csm<a2>e 2 (4.28)

i només ens restara determinar la constant C,, per a cada soluci6. Aquesta

Nl

constant la podem determinar per normalitzacid, perd com aix0 depén
d’un problema que no es pot resoldre analiticament, no ho realitzarem.

Aixi doncs, finalment, les solucions de la nostra funcié d’ona venen donades

12Els estats que avaluem son els mateixos avaluats en la Figura 4.4. i en aquesta grafi-
ca es pot observar el condicionament d’aquesta paritat doncs la tangent i la cotangent van
intercalades i ens condicionen en la paritat de D’estat.
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7777777777777777777777777777777 E>Y,
m
Vo
------------------------------- E<V0
(1 1
Vo':”—nx 0

Figura 4.6: Representacié d’un esglad de potencial. En la discontinuitat de salt,
on passem d’un valor de potencial de zero a Vj, tindrem un continu, on totes
les energies s6n possibles i tindrem estats que no estan lligats.

per:
Fhe4n® six < —Lf2
¢(x) = ¢ C), cos(a,z) si |r| < L/2 ;sin és senar. (4.29)
Foe % 4+ Ge*™ sixz > Lf2
—Fpetn® stz < —L/2
¢(z) = { Cy, sin(@nx) si |z| < L/2 ;sin és parell (4.30)
Foe % + Ge*® six > Lf2
amb n € {1,2,3, -, npuet 1 Fy, extret de les expressions (4.28).

4.4 Esgla6 de potencial

En aquest altre tipus de potencial, considerarem que el valor d’aquest ens vindra
definit per
0 six<O
V(z)= (4.31)
Vo siz>0

de manera que ens vindra representat per la Figura 4.6.

Per avaluar el sistema farem servir I’equaci6é de Schrédinger

_h
2m Ox?

Y(z) + V(z)Y(z) = Ey(x)

i observant que E > 0 sempre. Aixi doncs, anem a analitzar-lo segons les regions
que hem definit a la Figura 4.6.:
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REGIO I. (z < 0).
Tenim 17 (x) = Ae'%® + Be "h* = Ae’*® 4 Be~™** amb k? = 2mE i tenim E
fixat.

REGIO II. (z > 0).
Tenim

2m(E—-Vp)
2

Ce'® 4 De™%% . amb ¢ = = Oscil-lara més lent £ > V)
Yrz(z) =
> 0 = Seran exponencials F < V)

Fe %% 4+ Ger* 5 amb k= Y—>—* 2m(:07E)

Ara, com hem fet en els exemples anteriors, el que hem de fer és veure que
son solucions i que convergeixen a & = 0; és a dir, veure que la funcié i la se-
va derivada son continues. A més a més, una condicié de contorn que podem
considerar i que és d’utilitat, és considerar una font de particules a ’esquerra i
que llancarem en l'esglad. Aixi doncs, observarem quantes particules reboten i
quantes paren. Treballarem amb corrents, doncs aixi avaluarem el flux de par-
ticules com a constant.

Aleshores, per aquesta condicié de contorn, tenim que D = 0, doncs no ens

poden venir de 'infinit.

Avaluem el sistema segons les energies vers el potencial:

[E57)
(i) ¥7(0) = ¥7z(0) — A+ B =C

(i) $7(0) = Y77 (0) — ik (A~ B) = iqC = C = ¢ (A~ B)

. _k B _ k B B _ kq—1 _ k—gq.
Aleshores: A+B_E(A_B):>1+K_E(1_Z):>Z_ o _TZ’

i facilment, podem relacionar:

C’f(lk(z)’f(?’f)?k
A ¢ k+q) q\k+q) k+gq
Si recordem la primera secci6 del capitol, podem redefinir el corrent (equa-

ci6 4.11) com
h

Per tant:
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h

Jr = —Im [(A*e™™* 4 B*e™™) (ikAe™ — ikBe )] =
0
hk 2 2 ovegurr I e ey
= |A|* — |B|" +Im | A* Be™ ik — AB*e"*ik
_ hk N
- R <|A| - |B| ) - Jznc+<]ref

i, de la mateixa manera:
hq 2
JII = |C‘ = Jtrans
m

on els subindex «incy, «ref» i «transy signifiquen incident, reflectit i trans-

meés, respectivament.

Finalment, podem avaluar els coeficients de relfexi6 i de transmissié segons

les definicions del corrent. El coeficient de reflexié ve definit per:

|B|® k—q\?
R (4.32)

Jref

R =
Jinc

i el coeficient de transmissio:

o |Jeans| _alCF _ kg 4VE(E-V0) (4.33)
Jue | RIAR 640 (VB vEET)

on en la darrera igualtat hem introduit els valors de £ i g¢.

Aquest coeficient ens avalua quantes particules travessen l’esglad de po-
tencial, ja que segons amb 'energia que les llancem, si aquesta és superior
al potencial passaran a l’altra banda. A més a més, contra tot pronostic
segons la mecanica classica, 'index de reflexié no és nul, doncs ’expressio

(4.33) és estrictament menor que 1 i sempre es compleix que

T+R=1 (4.34)

[F7)

Ara, de la mateixa manera que en el punt anterior, el que tenim és que

fent el canvi ¢ — ik, obtenim A+ B=F; ik (A—B)=—-kFiG=0,ja

que divergira. Relacionant les expressions obtenim % = ’;jrz:

i avaluant
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0 a X

I 11 11

Figura 4.7: Representaci6 d’una barrera de potencial. En aquest esquema ja
hem presentat el significat fisic de les constants de les solucions de les funcions
d’ona i es pot observar que el potencial és constant en cadascuna de les tres
regions en qué es divideix ’espai.

el corrent:
Jr = _% (|A|2 - |B|2) = Jine + J'r'ef

Jrz =0 ﬁT:O; R=0

i si no oscil-la J(x) = 0.

Malgrat obtenim que l'index de transmissi6 és zero (com a la fisica classi-
ca), hi ha una certa probabilitat (petita) de trobar particules que penetrin
alaregio de ’esglad mitjancant Pefecte tunel. Aquest efecte pero, el treba-
llarem a continuacié amb les barreres de potencial, doncs l'efecte és molt

més pronunciat.

4.5 Barreres de potencial. Efecte tinel

Considerarem un potencial tal que

Vo sizel0,qa
V(z) = (4.35)
0 sizé]0,a

i que el representem a la Figura 4.7.

Aleshores, en aquest sistema, 'energia FE del nostre estat sera diferent segons
les regions. En la regi6 Ii III tenim dnicament energia cinética i en la regié II

tenim energia cinética i potencial, tal que

p="hx=+2m(Vy—E)
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i la funcié d’ona associada del sistema sera de la forma e*** amb & independent

de V5. Anem a estudiar les solucions de les funcions d’ona en cada regio:

; ik 2mE
(I) o1 = Ae'*™ + Be™ ™, |k = =
om (Vo — E
(IT) ¢p17 = Fe'® + Ge™"*; k= % >0

0; la font ve de ’esquerra

(IIT) ¢rr7 = Ce'*® 4 D=

observant que k és purament imaginaria. A més a més, les amplituds 4, B i C
estan relacionades, com en el cas anterior, amb el corrent de particules, podent
definir les densitats de corrent incident, reflectit i transmés'3. Aleshores, a partir
de relacionar aquestes amplituds, podem veure quantes particules incidents es
transmeten i quantes es reflecteixen en funcié dels parametres del sistema. Per
fer-ho, aplicarem continuitat de ¢ i ¢':

0 A+B=F+G 1 e a Ce'F® = Fel® 4 Ge™ra (3)
C\kA-B) =k(F-G) (2 = |ik(Ce*a) =k (Fera — Ge=ra)  (4)

Un cop determinades aquestes relacions, podem treballar-les i manipular-les per

obtenir el que desitjem. Si fem x-(3) £ (4):

(k 4 ik) Ceka = 2k Fere  (5)
(k — ik) Cek® = 2kGe"*  (6)

iik-(1) + (2):
2(ik) A = F (ik + k) + G (ik — &) (7)

Ara, (5) i (6) aplicat a (7) tenim

2(ik)A = (ik+k)? eik*m; — (ik — k) e“wa% —
c ik—ka 2 . 2 c ik—ka 2 . 2
= 5. (—k —|—2zlm+n)—%e (—k —22/{5—1—5):
C .
= %elk“ (2k? sinh(ka) + 4ikk cosh(ka) — 2k sinh(ka)

Si ara avaluem el coeficient de transmissié, obtenim préviament que

% = 2ikre” " (k? sinh(ka) + 2iks cosh(ka) — k* sinh(ka)

13A més a més, avaluant la Figura 4.7., es pot comprovar que la probabilitat es conserva,
doncs |A]* + |B]? = |C|?
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_ e,
AP

i per tant, com per definicié tenim que T’

T 4k?K? B (2kk)?
(k2 — k2)?sinh?(ka) + 4k2k2 cosh®(ka) (k2 4 k2)* sinh?(ka) + (2kk)*

on en la darrera igualtat hem utilitzat que cosh? —sinh? = 1.

2m(Vo—E) : .. .
Sabent que k? = 2";2]5; K2 = % i, aixi doncs k% + k2 = 27;1’2‘/0, obte-

nim finalment

-1
— 0/ sinh?® 1
E(Ve—F) sin (mz)) <

0<T= <1+ ()

Observem que el coeficient de transmissio és positiu i classicament, en el régim
d’energia en qué ens trobem (E < Vp) aquest coeficient és nul!! Per tant obser-
vem que entrem en una regié prohibida a la classica, doncs tenim transmissié si

ka >>11i, per tant sinh(ka) = 1 (e"% — e™"®) ~ Lera:

_16E(Vy — E)

T
‘/02

e 2R (4.36)
Es a dir, quant més «gruix» tingui la barrera, menys transmissié tindrem.
Aquest efecte és el que ja hem anomenat a la seccié anterior com "EFECTE
TUNEL.

Es important remarcar una de les aplicacions més importantse d’aquest efec-
te: EL MICROSCOPI D’EFECTE TUNEL (SCANNING TUNNELING MICROSCOPE
«STM»).

A grans trets, el microscopi d’efecte tunel el que tenim és que hi circula una
intensitat proporcional al coeficient de transmissié i tindrem una certa funcié
treball que depén del material (V4), de manera que ens queda un potencial as-
sociat amb pinta de barrera. Aleshores, el coeficient de transmissié ens vindra

determinat per
16E (Vo — E) _
=————"¢
Vi

2Kka

I T

i d’aqui podem estimar el valor de x que dependra de la funcié treball i final-
ment, determinar a¢ mesurant Gnicament la transmissié electronica.

A continuacié avaluarem el cas en qué E > Vj, on es procedird de la matei-

Xa manera, excepte que ara Kk = —iq i passem a tenir coses que oscil-len:
2kq)? Vi -1
= 5 (2kq) 5 = (1 +—0 sin2(qa)) (4.37)
(k% + ¢2)” sin®(qa) + (2kq) 4E(E - Vo)
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|
[
|74 Transmissié Total E

Figura 4.8: Coeficient de transmissié en funcié de ’energia d’una certa funcié
donat un potencial V.

amb ¢ = 2m(E-Vo)

Aquest raonament és valid també quan el nostre potencial Vo — —Vj, és a
dir, de barrera de potencial a pou finit de potencial, obtenint que per valors
FE <0 tenim estats lligats.

Classicament esperavem una transmissio total (T = 1) en aquest cas, perod la
quantica ens permet sempre una certa reflexio. La resolucié és idéntica al cas
anterior, pero el concepte interessant és veure quan es produeix la transparéncia
completa, és a dir, T = 1, R = 0.*Aquest fenomen succeeix quan el sinus és

zero, és a dir, quan ka = nm i aixd0 només passa quan ’amplada de la barrera és

nmw
k

meitat de la longitud d’ona de De Broglie'®. A la Figura 4.8. es pot observar

a= per n € N; en definitiva, quan és un multiple exacte o un multiple i la

la grafica del coeficient de transmissié respecte ’energia.

Un exemple analeg és el conegut EFECTE DE RAMSAUER-TOWNSEND (1920).
Aquest efecte és un fenomen fisic que involucra la dispersié d’electrons de baixa
energia per atoms d’un gas noble. Ramsauer i Townsend, independentment,
van veure que per contra de la prediccié de la probabilitat de col-lisi6 en un
model classic (disminueix monotonament quan augmenta l’energia de 'electro),
la probabilitat de col-lisié entre els electrons i els atoms de gas noble, té un valor
minim per un valor concret d’energia cinética dels electrons en cada gas'®.

Aquesta energia minima es va poder explicar gracies a les propietats ondulatories
de P’electr6 i modelant ’atom amb un pou quadrat. Per tant, podem entendre-
ho com una funcié d’ona dels electrons creuant una barrera de potencial amb

un miultiple exacte o un multiple i una meitat de la longitud d’ona de De Broglie.

14 Aquest efecte ha estat molt estudiat pel departament d’Electromagnetisme de la Univer-
sitat Autonoma de Barcelona, on han estudiat I’elaboracié d’una «capa d’invisibilitats.

15\p = 2%; amb p = hk.

16Per exemple, pel Xenod aquesta energia és de 0.7¢eV.
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Finalment presentarem un comentari addicional important. Aquest és que si
avaluem el corrent de manera que ¥ (z) — Jy(z) i ¢¥2(x) — Ja(z), obtenim que

la funcié d’ona resultant és

V=gt = It R+ O

és a dir, tenim termes positius no nuls que també contribueixen. Aquests termes
son termes creuats d’interferéncia, per tant, si ¥ (z) ~ e™*@ i ¢y(z) ~ €%, el

corrent, total serd la suma quan g = - k, és a dir:

=0&q=—k
b=t by — S+ s+ T

4.6 Potencial delta

El potencial delta és el cas limit del pou quadrat infinit o bé de les barreres de

potencial. Nosaltres ens centrarem en el cas de la barrera de potencial'?, on el
potencial ens vindra determinat per:
Vo = gé(x) (4.38)

que el podem veure representat a la Figura 4.9.

As)

Figura 4.9: Representacié del potencial delta en el cas limit de barreres de
potencial.

Aixi dones, en aquest limit, ’amplada del potencial tendeix cap a zero (a — 0)

i el valor del potencial a infinit (Vj — o0) i imposem que el producte entre

71 anica diferéncia que hi ha respecte el pou quadrat infinit és que el potencial sera negatiu.
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aquests dos parametres sigui constant, tal que
a'Vyp =g =cnt

Aquest potencial el podem estudiar de dues maneres diferents:

1. Deduim el comportament estudiant el sistema segons com actua una fun-
ci6 d’ona que travessa una barrera de potencial prenent els limits oportuns.
Per fer-ho, considerarem que I’amplada de la barrera tendeixi a zero, ob-
tenint aixi les dues regions representades a la Figura 4.9. i, d’aquesta

manera, ’estat propi de 'energia estard definit només en dues parts:

Aetkz 4 B=ikz §i g < ()

Fetke six >0

or(z) =

amb = /22

D’altra banda, en el limit del sistema en qué z = 0, tenim que k£ =

—iw/%—@ (g - E) i recuperant les expressions de la barrera de potencial

pel limit a — 0, es compleix que'®:

sinh (ga) = sinh ({va) ~&Va

cosh(ga) = cosh(&V/a) ~ 1
o2
BLg = +—
a

Si ara substituim aquestes relacions a ’expressio del coeficient de trans-

missié de les barreres de potencial, tenim:

B m VEa? -t
T= (1 tohE o (4.39)

Com bé hem dit a I'inici de la secci6, podriem haver realitzat ’analeg pero
considerant el pou de potencial. La diferéncia és que g < 0 i recuperant el
cas finit, determinariem un régim oscil-latori que quan 'amplada del pou
s’anés aproximant a zero deixaria de cabre, obtenint aixi un estat lligat

on la probabilitat cau en arribar al pou.

2. Deduim el comportament estudiant directament I’equacio de Schrodinger

2mg 1 =¢
h2 a T

18Definim g =
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independent del temps:

h2 82
 2m 922

¢(z) = (B = Vo) () = (E — g6(x)) o(x)

En els darrers potencials que haviem treballat, eren tots regulars i podiem
imposar que la seva derivada fos zero. Aixo en realitat és una conseqiiéncia
de 'equaci6 de Schrédinger i que no es compleix per potencials patologics

com el potencial delta.

Si integrem als dos costats de 'equacié d’Schrédinger, entre z i x + ¢,

obtenim:

Phrle o)~ o — ) = 25 [ (V@) - B)o(w)d

r—e

en que si el potencial és constant obtenim que @7, (x+¢) — i (z —€) =¢.

Per altra banda, com nosaltres tenim un potencial delta, les derivades
de la funcié d’ona no sén continues i se’ns produird un salt (canvi de sig-
ne). Per avaluar-la, com la discontinuitat se’ns presenta al voltant del

zero, resoldrem la segiient integral:

+e
Pl — ete) = o [ (95(a) — B) ola)ia

de manera que ho podem reescriure com

P2(0) — #4(0) = ¢(0%) ~ ¢/ (07) = Z0p(0)  (440)

el que ens ve a dir que ens queda un estat lligat d’energia

2
myg
E=-"2

20?2

4.7 Particula lliure

Acabat els exemples de potencials i a falta de presentar 1’oscil-lador harmonic,
treballarem el cas de la particula lliure. Es considera una particula lliure aquella
que no es troba sota els efectes d’un potencial. Aixi doncs, el seu hamiltonia ve
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descrit tinicament per l’energia cinética:

. ]52
H=— (4.41)

2m
Com hem fet fins ara, ens interessa veure les funcions d’ona associades a aques-
tes particules i per fer-ho, aplicarem 1’equacié de Schrodinger independent del

temps, on trobarem les funcions propies del hamiltonia:

Hlpp) = Eler)
2 02
—%@@E(gﬂ) = Epgp(z)
Si resolem aquesta equacié obtenim!?:
L tives L tik
xT) = e = e 4.42
e () 27h 27h ( )
2 2
p~ _ (kh)
F=—=— 4.43
2m 2m ( )

on com ja sabem k = £2 = £,/ 21E,

Si ara volem avaluar la dependéncia temporal del nostre estat, apliquem ’equa-
ci6 de Schrédinger depenent del temps i, fent servir el resultat anterior ((4.42)
, (4.43)), tenim que?®

V(e ) = U tikeg—impne _ L tike i
7 2rh v2rh

e:i:ik(x— ;‘Jfb t)

9

2w

Hem d’anar amb compte a I’hora d’avaluar-lo doncs no esta ben normalitzat i,

per tant, no és un estat fisic.

Anteriorment ja hem vist que els estats propis del hamiltonid sén propis del
moment lineal en els termes cinétics?!, de manera que existeix una base d’estats

propis comuns entre I’operador hamiltonia i I’'operador moment lineal i com en

19Notem que per aquests estats propis tenim |p(z,t)|? = C # 0Vz € R, el que ens diu que
la particula esta totalment deslocalitzada i Az = co. Si apliquem el principi d’indeterminaciod
de Heisenberg obtenim que Ap = 0, tal i com podiem esperar d’un estat propi de ’operador

moment lineal.
20Fn el resultat de la dependéncia temporal que tenim a continuacié, es pot observar que

presenta una similitud amb ’equacié d’ones planes:
+ik (x — vt)

que podem veure a les notes d’Optica
21Recordeu la segona equacié de Ehrenfest.
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una dimensié no hi ha degeneraci6é dels estats propis del hamiltonia, aquesta
sera la de tots els moments lineals possibles. Aixi doncs, pren més sentit 1’ex-
pressio (4.43), doncs Penergia d’un estat estd intrinsecament relacionada amb

el moment lineal (tal i com passava a la Fisica classica).

Si volem caracteritzar aquesta funcié d’ona, tal i com hem comentat abans,
es pot interpretar com una ona plana, que queda completament determinada o
bé per la part real o bé per la imaginaria de ’exponencial. Si per conveniéncia

escollim la part real:

Leiik(r—%t) _

! cos (k ke t) +1i ! si <k: ik t>
= r— — 1 11 xr— —
V2rh V2rh 2m V2rh 2m

i com que aquestes ones son de la forma A cos (kx — wt), podem analitzar el seu
nombre d’ona i determinar la velocitat de propagacié per comparar-les amb les

ones classiques.

El primer que podem observar és que si £ > 0 la particula es propagara d’es-
querra a dreta i si k < 0, la particula es propagara de dreta a esquerra. A més
a més, si recordem que la longitud d’ona ens ve donada per I’expressié (1.42) i
la freqiiéncia per
w hk? P2

YT o T drm  2mh

Per tant, la velocitat de propagaci6 (o de fase) ens vindra determinada per??
h p* _p

L R
Up v p2mh  2m

L’espectre d’energies és continu i ocupa tot R, doncs els possibles valors de p?
també sén tot RT. Aleshores, tenint en compte aixd, anem a veure I’evolucié
temporal d’una particula lliure d’ones qualsevol.

Considerarem un electré en un estat quantic [¢):

e En espectre discret tindriem: ) =3 5 cee”iwt pp).

228i observem la correspondéncia amb I’equacié d’ones planes que ja haviem comentat,
tenim que la velocitat de fase que determinem correspon a la velocitat de I’expressio.
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e En el cas d’espectre continu

+o0 +oo
0(0) / B(R) k) = (z,0) = / (k) i () =

1
V2mh

—+oo
/ (k)e™* dk

i si fem Pevoluci6 temporal, tenint en compte les expressions (4.42) i (4.43):

+oo +oo
(6) / DRy BT k) = () = / B(R)e B (k) die =

+oo
1 ~ ’ - Bk

_ k zk(z_zﬁt)dk

\/27Tﬁ/ vk

A més a més, podem trobar la funcié d’ones |1)) respecte k utilitzant la

transformada de Fourier:

+00 +oo
B(k) = (k |) = / wZ(x)w(w)dx=\/% / ¢y (2)da

4.7.1 Evoluci6é d’un Paquet d’ones

A continuacio, estudiarem ’evolucié d’un estat no estacionari descrit per una
funci6é d’ona Gaussiana.

Sigui 1) un estat gaussia, és a dir, un estat amb una gaussiana centrat a zero?
com a funcié d’ones:

1 _ a2

’l/)(x) = We 403 (444)

Observem doncs que utilitzem la variable o,, doncs si avaluem 1’estat en I’espai
de coordenades i volem determinar la incertesa o varidncia de la posicié, sera
aquest parametre. De fet, per a una funci6 d’ona gaussiana podem interpre-
tar aquesta variancia en la posicié com I’«amplada d’aquesta gaussianay. Aixi

doncs, com més «ampley és la gaussiana, més distribuida estd la particula en

23Escollim per conveniéncia i simplicitat centrada a zero, sind simplement s’hauria d’escriure

22 — (x — x0)?
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l’espai i, per tant, més incerta és la seva localitzaci6. A la Figura 4.10. podem
veure representada la funcié d’ona gaussiana en la representacié de coordena-

des.?*

wx)

Figura 4.10: Representacié d’una funcié d’ona gaussiana

D’aquesta manera, la probabilitat de trobar aquesta particula en el punt z (un

entorn petit) és

Pr(z) = [(z,0)]* = ——se 7

\/2mo2

amb (z) =01 (2?) = o2.

Ara, si volem determinar la funcié d’ona en la base del moment lineal, hem
de realitzar la transformada de Fourier de la nostra funcié en la base de les x
i, per fer-ho, necessitarem saber resoldre integrals gaussianes®®. En aquest cas

concret necessitem:
+oo

/ e~ (az®+bz) g \/?efii (4.45)
a

— 00

sempre i quan Re (a) > 0; Va,be C.

24Tindriem el mateix en representacié de moments perd amb op, doncs com bé sabem per
anar d’una representacio a ’altra utilitzem les transformades de Fourier i la transformada de
Fourier d’una gaussiana és una gaussiana; per tant la funci6 d’ona gaussiana en representacio
de moments sera molt semblant a la de coordenades. Ho veurem en un parell de paragrafs.

25 A primer capitol de les notes «Termodinamica i Mecanica estadisticas disposem de les
solucions per a aquestes integrals més comunes. Com les haurem d’anar utilitzant, presentem

la relacio
oo
+1
2 _T(75)
m_—ax® __ 2
/dm e =
0 2a" 2

juntament amb les segiients funcions:
T'(n+1) = nl'(n)
rp) = Vr
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Aixi doncs, utilitzant Pexpressio (4.7) per canviar de base, utilitzant (4.45) i

definint el parametre o, = 5’— com la incertesa del moment lineal, obtenim:
@

1 1 7 2 1 2
1/;(17) = PV / eTihTe AT = e *%
2mh (2m02) . \/2mo2

i observem que en la base de moments, també tenim la funi6 centrada al zero.

Ara podem avaluar quin moment té avaluant Pr(k) = |(k [¢)]* = ‘z/?(k,o)’
amb k= £:

() = /w (—zh >1/)(z)dx:

2 22
— h 2'71‘ d =
7 / TWQ < 202 ) e r=0

parell

senar

(P*) = @IP*R) = /1w (—m/ )2w@g¢p:

N 1 2 2
x _ oz
= —hQ _— _— ZU%d =
/ \/2mo2 ( 202 " 40§> ‘ ’
_ P PR,
202 4o} 402 P

Per tant, comparant o2 i o3 a partir de les variancies, tenim que

n\> h
o2 12):() = AxAp:§

és a dir, saturem Heisenberg!

Variacié amb el temps.

A continuacié avaluarem com varia amb el temps. A la base de les  no ho podem
veure, doncs al ser lliure no és propia del hamiltonia, per tant, treballarem amb

la del moment lineal, projectant la funcié d’ones en representacié dels moments
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a l’espai de les coordenades:

%z 44t
BREST p

+oo
1 7 2 7iii 7172( : ) iz
Y(z,t) = NGTT Y(p,0)e'n¥e 2mndp =N [ e e'r

22

1 1 402 <1+i2£t2)
= e ) =
2\ /4 . /2
(2m02) (1 + 227%—;)
22 (1_;_nt
1 1 —7<14(,22;f;“3:)
- (27702)1/4 .t 772 ’ -
v (1 + ZZmo%)

on N és un factor de normalitzacio, és una fase global de l'estat i

v 2mo?2

2
o2(t) = o2 (1+ (2 ﬁig) > és la variancia de la nostra gaussiana que depén

del temps.

Ara podem estudiar com varia la probabilitat segons el temps:

1 2

- e 2;%():)
2mo2(t)

Pr(y(z,t)) = [¢(z,t)]* =

Per tant, obtenim una distribucié gaussiana de la probabilitat centrada a 1’origen

tal que?®

2
MY L2 2
2m ) o2(0) m?

ﬁmﬁ@+(

Quin estat variara més rapidament?

Quan 0,(0) sigui molt petita, 0,(0) serd molt gran i el moment estard molt
descentralitzat. Aixi doncs, I’evolucié en el temps del moment sera fatal, doncs

augmentard molt i de cop.

P P 2
260n utilitzarem o2 = 1
P 4oz
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Conseqiiéncies de que el moment lineal augmenti

Si donem un «cop» a la particula variarem el moment lineal essent p — p + po,

definint pg = mv. Per tant

1 2

— 2= .Po
1#(30’0) = 17, € et n
(2m02)""
|y Transforma de Fourier
- (P=pg)o? —(Lora)
bpt=0) = — L e oL
/4 N
(2n2) (2707)

Si ara recordem les expressions (4.2) i (4.4) corresponents a l'operador traslacio,

relacionat amb el moment i que ens mou la z tal que
e P |z) = |z 4 a)

tenim analogament 1’'operador invers?” que genera cops, relacionat amb la posi-
ci6 tal que

— ;P04
e " p) =lp+po)
és a dir, ens varia el moment (traslaci6) i ens augmenta una fase:

1
21h

}  Apliquem la fase el

p=0) = ¢p=o(z) =

i PO
LR T

e

1
|p0> = @po(x):\/ﬁ

Per tant, tal i com hem comentat altres vegades, si una funci6 oscil-la, tindra un
moment associat a la part cinética del hamiltonia. Anem a veure com evoluciona

I’estat en el temps al afegir-li una fase:

B(p.t) = (p, 0)e it

dones [17) = [(p)e ™ [p) = [ $(p.1) p), i per tant

_ (2—vt)?
’l/)(l’, t) = 1 7 1 7 e € (1+1#g> e%(mvmfl/szt)
(2mo2) (1 =+ izn}zfﬂ )

on el darrer terme exponencial correspon a la fase global i aquesta no afecta a

la probabilitat d’estar en un lloc.

27 Aquest el veurem a la segiient part de les notes amb més detall.
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2
El paquet es mou a (z) = vt, amb variancia 02(t) = 02(0) [1 + ( ht ) } i

2
2mo?

és independent de pg.

Si ara treballem amb l’equacié de Schrédinger, observem que no és invari-
ant, doncs depén de les coordenades (no és covariant!) i per tant, hem de

suplementar-ho amb una fase tal que

' i/ pow— 25
Y(x,t) = ¢/(x/’t/)ez/h(mvx—%mv2t) — (e /h <p0 2mt>

Anem a justificar-ho:

Fizem-nos que per ones planes ,(x,t) = e%(pI*Et), si treballem amb l’ex-
ponencial:
/ (p' + mv)”
pr—Et = (p+mv)(z +vt)—27t:
m

1
= pa' =Bt +mux — imv2t
(%)

(*) realitzem un increment de fase §¢ i com d¢ és independent de po, la fase és

la mateiza per a tot estat (x), doncs [¢) = [(p) |p) dp, tenim finalment

wp($7 t) = wp(;v’, t’)e%(mvx—%my%)

4.8 Oscil-lador harmonic unidimensional

El moviment d’un oscil-lador harmonic classic ve descrit per la llei de Hooke:

en que la solucié de ’equacié diferencial és
x(t) = Asin(wt) + B cos(wt)

on w = w/% és la freqiiéncia angular o pulsacié de Doscil-lacio. Aixi doncs

I’energia potencial es pot descriure com

V(z) = %mwaz = %k:ﬁ (4.46)
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en que ens descriu unha parabola.

Aleshores, el hamiltonia del sistema ens ve descrit per

2 p 2 2
= — 4 - 4.4
o + 5w T (4.47)
o bé en la base de les z:
h 0?2 1 9 9
= i 4.4
2m Oz2 * 2mw x (4.48)

Aleshores, a partir d’aquesta energia intentarem solucionar ’equaci6é de Schro-

dinger independent del temps:

hoo 1,
—%@g}(z) + Smw e p(r) = Ep(z) (4.49)

Per solucionar-la podem treballar amb el métode algebraic i el métode analitic.
Nosaltres ens centrarem en aquesta part en la soluci6 analitica, doncs I’algebrai-

ca la posposarem fins a la part de la Mecanica Matricial.

4.8.1 Meétode analitic

Comencem a partir de ’expressio (4.49). Primer de tot introduirem una variable

adimensional
= %x (4.50)
aleshores, podem reescriure ’equacié de Schrodinger com
Lo — (e-2E (w5)
a2 P\ = he ) ¥ '

Aleshores, hem de solucionar aquesta equacié obtenint els valors permessos de
Penergia. Si considerem gran el parametre £ (és a dir 2 gran), dominara respecte

de 2E i tindrem que (4.51) s’aproximara com

d2
d?gso(f) ~ E2p(€)

i la solucié la podem aproximar com
o(€) ~ Ae/2 4 Bet</2 (4.52)

Per tant, podem observar que el terme B no és normalitzable i les tniques

solucions possibles son de la forma assimptotica. Aixi doncs, considerem una
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funcié f(€) que té una forma similar a la nostra funcié d’ona, tal qué

o) = f(&)e <

que si la derivem tenim

de(§) _ (df(E) —e2
Tf_ (dg—gf(g))e /

df (€)
dg

Aleshores, I’expressié (4.51) quedara com

() (de(ﬁ)

de? = g2 —2¢ + (52 - 1) f(f)) €_£2/2

PIE)

dfE) (2B
dg? i€ T <

2 1) (6 =0 (4.53)

Per a determinar una solucié a aquesta equaci6 diferencial, podem expandir la

funcio f(€) en una série de potencies, tal que
&) =ao+amé+af®+--- = Zakfk (4.54)
k=0

i que si la derivem

dfd(? = a1+ 208 +3a3® + - = Z kapg
k=0
U
d*f(£) > S !
roali 2a3 + 6asé + 12046 + - =Y (k+ 1) (k +2) ap42¢
k=0

si ho introduim a ’expressio (4.53) trobem

kf::o {(k +1) (k +2) axps — 2kay + (2}_5 _ 1) ak] & —p (455)

Observem que de la singularitat de les expansions en série de poténcies, la

variable £ ha de desaparéixer, obtenint
2F
(k’+1)(k+2)ak+2 —2k'ak+ (h(,g} —1) Qg =0

i per tant:
(2k +1 — 2E)

Ap+2 = mak (4.56)
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Aleshores, aquesta formula de recurréncia és totalment equivalent a la de Schro-

dinger, on tenim generadors de funcions parells i imparells, tal que

f(g) = fparell(g) + fsenar (6) (457)
de manera que
fparell(g) = ap+ a2§2 + a4€4 4+
fsenar(g) = a1§ —+ a3§3 + a5§5 4+ ..

Ara, per eliminar el comportament assimptotic de la funcié d’ona, denominarem
al terme més gran de k com n, de manera que la férmula de recurréncia ens
implicara que a, 42 = 0. Per a que tinguem unes solucions fisiques acceptables,
hem de tenir que

% =2n+1 (4.58)

perunn € Z .

L’expressio (4.58) la podem reescriure com

B, = <n + ;) i (4.59)

pern=0,1,2,3,....

Si ara introduim els valors permesos de l'energia, la férmula de recurréncia

(4.56) sera
—2Mn—-j
i = (n—j)

Per tant, si n = 0, tenim un dnic terme a la série:
fo(§) = ao

aleshores
—£%/2

vo(§) = age

Si ara avaluem n = 1, tenim que ap = 0 i quan k = 1 a (4.60) az = 0, aleshores

J1(§) = a:1€
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1(§) = age< 7

Per n = 2, k = 0 tenim que as = —2ap i quan k = 2 a (4.60) a4 = 0, aleshores

f2(8) = ao (1 —2¢7)

©2(&) = ao (1 —2¢€?) 56_52/2

Si anéssim fent grau per grau, observariem que, en general, f,,(£) serda un poli-
nomi de grau n i, a partir dels factors generals dels termes parells o imparells
ag, a1 respectivament; obtindrem els anomenats POLINOMIS D’HERMITE,

H,(£). A la Taula 4.1. tenim les expressions dels primers polinomis d’Hermite.

Ho=1
H1 =2x
Hy =422 -2
Hs =8z% — 12z
H, = 162% — 4822 + 12
Hs = 3225 — 1602° + 120z

Taula 4.1: Els primers cinc polinomis d’Hermite

Els polinomis d’Hermite compleixen les propietats o relacions de recurréncia

seglients:
dHn () _
& om0 (9 (4.61)
i
Hpn1(§) = 26H,(§) — 2nH -1 (§) (4.62)
i la relacié d’ortogonalitat
+oo
/ e Hyp (2) Ho (2)d = /72015 (4.63)

A més a més per tradicio, observem que el factor arbitrari que multiplica s’escull
en la poténcia més alta de £ com 2", com un criteri de normalitzacio. Aleshores,

amb aquest conveni i la relacié d’ortogonalitat, els estats estacionaris normalit-
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(a) (b) 1.
V(z) = =mw?a?
| es(@) VT2
n=3 — " > | Ey=1lh
pa(x) /
\ — 5
- = - = By = 3hw
n=2 T = ] 2 = 5N
\ p1(z)
n=1 Ey = 3hw
//
wo(x)
n=0 > Eo = thw
x
0

Figura 4.11: (a) Representaci6 de les quatre primeres funcions d’ona d’un os-
cil-lador harmonic. (b) Nivells energétics d’un oscil-lador harmonic unidimensi-
onal

zats de loscil-lador harmonic venen descrits per®®

mw\Y+ 1 mw _mw 2
on(x) = (ﬁ) mHn (,/hx> e 2 (4.64)

Aleshores, aquests estats estacionaris els podem representar en una grafica es-

quematica a la Figura 4.11. juntament amb la parabola que s’espera classica-
ment??.
A continuacio avaluarem els valors esperats i la variancia de la posicio, el mo-

ment i el hamiltonia per als estats estacionaris d’un oscil-lador harmonic:

Per la posicio:

(@), = / 0z | g ()P = 0

(1
" mw 2

>
2
[

Pel moment lineal

(Ap),,

), = 0
mw .2

1
mhw (n + )
2
280n utilitzem que £2 = &g

29Tot i que necessitem molts nivells energétics per a qué la superposicié de diferents estats
ens presentin aquesta distribuci6 classica.
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Si ara avaluem la indeterminacié de Heisenberg:

1 h
AzAp) = — ) > =
(AzAp),, h<n+2>_2

i per acabar, ’energia sera

1
(#), = Bu=(nt3)no
(AH), = 0; Doncs ¢, (x) és propi de H

155

Aquests estats estacionaris presenten una base ortonormal estacionaria, doncs

[ dxgn (@) pm(z) = 8pm, tal i com haviem vist amb els polinomis d’Hermite.

Ara avaluarem l’evoluci6 en el temps d’aquests estats, doncs facilment és té

(Pn(l',t) _ e—i(n+1/2)wt<pn(x)

(4.65)

Un altre tipus d’estat que podem tenir sén els estats senzills en evolucié o bé:

ESTATS «DESDIBUIXATS». Aquests estats estan formats per la superposicio

d’estats estacionaris, de manera que si per exemple superposem l’estat fonamen-

tal i el primer estat excitat, obtenim

$(0.0) = s (ala) + o) = (22) " (T [ ) e

i la seva evolucio en el temps vindra descrita per

]- 1 ;3w ]. iw
vzt =75 (7% po(a) + e H1p1()) = 7 (Po(@) + 7 ()
Si ara avaluem els valors esperats:
Per la posicio:
(@)py = mocos(wi)

on

h\"
To = (2mw) ~ (Az) )
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Pel moment lineal

Py = —mwzgsin(wi)
h
(Ap)d;(t) ~ Zo

Si ara avaluem la indeterminacié de Heisenberg:
(AzAp), ~ >0
x ~ -
Ply) =9

i per acabar, I’energia serd, en el cas dels dos primers estats que hem superposat:

Ey+ Ey
<H>¢(t) - T 9 = hw

<

G

\
b

Per acabar amb ’oscil-lador harmonic, presentarem els estats quasiclassics, tam-
bé anomenats: ESTATS COHERENTS®?., tA «grosso modo» aquests estats ens
presenten un desplacament en la posici6 (2’), de manera que els estats coherents
de loscil-lador harmonic ens vindran descrits per

vel,0) = (2) " 50 = 3 o)
n=0

ila seva evoluci6 en el temps vindra descrita per

1/2 mw ’ .
|1/Jc(l‘,t)|2 = (%) e—T(w—I coa(wt))z

Si ara avaluem els valors esperats:

Per la posicio:

(), = a'cos(wt)
on
1/2
h
Aw). = [ /
(Az), <2mw) <

30 Aquests estats els veurem amb més detall a la segiient part de les notes, corresponent a
la Mecanica de Heisenberg o matricial
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Pel moment lineal

—mwax’ sin(wt)

(),

1 72
(Ap), = <2mwh) < mwx’
Si ara avaluem la indeterminacié de Heisenberg observem que saturem:
h
(AzAp), = 3

i per ’energia, en aproximacio:

Amb aix0 acabem ’oscil-lador harmonic unidimensional en Mecanica de Schro-
dinger o Mecanica Ondulatoria. A continuaci6 estudiarem aquests casos particu-
lars pero ara des d’un punt de vista tridimensional amb la Mecanica Ondulatoria

tridimensional.



Capitol 5

Mecanica Ondulatoria

Tridimensional

En aquest capitol treballarem amb la Mecanica ondulatoria en tres dimensions,
doncs al cap i a la fi és en les dimensions en les que nosaltres estem habitu-
ats a percebre les coses i les accions que realitzem al llarg de la nostra vida,
habitualment. Ara, tot el que hem vist en el capitol anterior se’ns modificara,
passant als calculs d’una a varies variables. El primer que treballarem, sera els
observables i els operadors, en qué els observables del moment lineal i la posicid
només cal generalitzar per simple repeticié el que hem anat fent fins ara des
d’una dimensi6 z al cas de tres z, y, 2. La novetat en el cas de les tres dimen-
sions son les components del moment angular orbital L;, Ly, L., doncs en una
dimensi6 és absurd parlar de moment angular. Un cop definits els observables i
els operadors, treballarem per determinar els valors propis i les funcions propies
d’aquests i a partir d’aqui, treballarem amb els casos de la particula lliure, la
particula en una caixa, el pou infinit esféric i definirem el concepte de potenci-
als centrals, juntament amb dos dels grans exemples de la Mecanica Quantica:
L’oscil-lador harmonic i I’atom d’hidrogen.

5.1 Calcul en varies variables

En aquesta primera secci6, realitzarem un breu recordatori' del calcul en varies
variables, doncs I'anirem fent servir continuament en aquest capitol. El primer

que recordarem son les coordenades esfériques, doncs la majoria de vegades ens

1Una introduccié al calcul de varies variables la varem veure al primer capitol de les notes
d’Electromagnetisme i de Mecanica Classica.

158
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serd més comode treballar amb aquestes que no pas amb les cartesianes. Per
definir les coordenades esfériques (o cilindriques, en qué en conjunt s’anomenen

polars) ens fixarem en la Figura 5.1.

Figura 5.1: Esquema d’eixos de coordenades per a coordenades esfériques.

Aleshores, aquest vector 7 ens vindra definit per

Ty
7= Ty =ry€y +1yEy + 1€, (5.1)
Tz
tenint,
x = rsin(f)cos(p)
y = rsin(f)sin(p)
z = rcos(f)
i
ar sin(f) cos(yp)
e = | Z’TZH = | sin(0)sin(p)
dr cos(0)
ar cos() cos(yp)
€y = ||£|| = | cos(8)sin(p)
o —sin(f)
a7 —sin(6) sin(y)
€, = 'j; = sin(0) cos(y)
| 0
en que

dr = dré, + rdfey + rsin(6)dpe,
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Ara presentem I’expressio del gradient V:
df = Vfdr

tal que el gradient en coordenades esfériques ve definit per

0 10 1 0

V=é—+ée——+é€
T

or 90 " ?rsin(0) dp (52)

Un altre operador important és el Laplacia V2. Aquest operador en coordenades

cartesianes ens ve definit per

02 0? 0?
2 = e—_— —_— R
V= Oz? + Oy>? + 072

Aleshores, amb coordenades esfériques el Laplacid pren la forma de

10 0 1 0 0 1 0?
2= Y (22 — [ sin(8)= —_— 5.3
v r2 or (r 8r) T sin(§) 00 (5111( )89) * 72 sin’(6) Op? (5:3)
on en aquest cas, ja hem desfet la definici6 dels nostres vectors unitaris.

Per acabar, presentem la divergéncia en coordenades esfériques:

~ - 1/98 19, .
V.f = - (87‘ (ﬂfr)) + rslin(ﬁ)% (sin(0) fo) + 7"51711(9)% (fe) (5.4)
i el rotacional:

e rép rsin(h)e,
9far 9/06 9/ae (5.5)
fr rfo rsin(0)f,

Altres operacions que necessitem, les anirem presentant a mesura que convin-

guin.

5.2 Operadors i observables

A continuacié presentarem els operadors i observables de les bases que necessi-
tem i que ja hem vist, doncs per determinar on es troba quelcom, necessitem
els observables de la posicié, per determinar I’energia, el moment lineal i també

presentarem el moment angular orbital.
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5.2.1 Operadors de posicio

Per definir 'operador de posicié, necessitem definir un operador per a cada eix de

coordenades, &, ¢, Z, tal que actuen multiplicativament i entre elles commuten
[i‘,@] = [gvé] = [2’1‘} =0 (5-6)

per tant existeix una base en comi. Hem de recordar que multiplicar per una
de les variables z, y, z, commuta amb multiplicar per ella mateixa o per quals-
sevol de les altres. També recordar que els claudators de Poisson entre dues

coordenades s6n sempre nuls:

tlr,y,z) = z|r,Y,2)
Jlr,y,2) = ylr,y,2)
Zlzyy,2) = zlr,y,2)

Aixi doncs, 'operador que ens defineix la posicié on es troba el sistema que

avaluem, ens vindra determinat per

T
=1 g (5.7)
z
de manera que ho podem expressar de forma més general com:
[Fi, 7] =0 (5.8)
i introduint r2:
[f:,7?] =0 (5.9)

5.2.2 Moment lineal

Les tres components del moment lineal p,., py, P que actuen multiplicativament

i, entre elles, commuten:
[Pas By = [Py P=] = [Pz, Pa] = 0 (5.10)

on hem realitzat permutacions cicliques. Les derivades parcials commutaran les

unes amb les altres i els claudators de Poisson entre dues d’elles sén sempre nuls.

Si volem expressar la forma general de descriure I’'operador moment lineal en



CAPITOL 5. MECANICA ONDULATORIA TRIDIMENSIONAL 162

tres dimensions, tenim

R Pz
=\ by (5.11)
Y22
i, per tant tenim
[pi, ps] =0 (5.12)
[pi,p?] =0 (5.13)

Una de les coses important a avaluar, és adonar-se’n que les coordenades de la

posicié i les del moment no commuten, coordenada a coordenada:

(2,02 = [9,Dy] = [2,0:] = ih (5.14)

i d’aquesta manera, ampliem el que valia per a la dimensié z. No obstant ai-
x0, per commutacions entre diferents coordenades?, doncs ho podem entendre a
partir dels claudators de Poisson o del fet que la deribada parcial respecte d’una
coordenada, tracta els factors de l’altra coordenada implicada com a constants

(commuta).

Recordant la representacié de coordenades, el moment lineal en tres dimensions,

el podem expressar com

B/E):L’
p=—ili| 9oy | =—ihV
a/az
i, aleshores:
['fiaﬁj] = —1ih [Ti, VJ} = zhém (515)

perd hem d’anar en compte, doncs aixd només és cert en coordenades cartesia-

nes® .

5.2.3 Moment angular orbital

El moment angular ens ve definit classicament com L = 7 X p, o de la mateixa

manera

L, = YPz — 2Py, Ly = 2Py — TPz, L, = TPy — YPx (516)

2[i,5;] = 05 amb i,j € {w,y,2}; i # ]
3= (r1,r2,73) = (2,9, 2)
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Aleshores, quanticament ens vindra definit de la mateia manera tal que

x

y (5.17)

[l
I
!
X
S
I
M~ o

z

amb unitats de h. Cadascuna de les components del moment angular orbital
correspon a un observable i, per tant, ens ve descrita per un operador hermi-
tic. Si ara ens fixem en 'expressio (5.16), podem expressar les components en

representacié de coordenades:

0 0

0 0
L, —ih <Z@x —xaz>

0 0
LZ = —ih (Iay — yax)

Un altre observable destacat és el moment angular orbital al quadrat, L? =

L%+ L%+ L2, doncs ens déna la magnitud del moment angular.

Si ara ens fixem en les relacions de commutacié, no sén tan trivials, ja que

les components no commuten, tenint
[LxLJ} — ihl, (5.18)
tenint permutacions cicliques tal que, en general:
[ﬁi,ij} = ihesnl, (5.19)

i si relacionem una de les components amb el moment angular al quadrat, aques-

ta si que commuta i per aquest motiu ens sera d’utilitat:
12,1, = [i.1,) = [12,1.] =0

o be, més elegant
[ﬁz,i} - (5.20)
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Ara presentarem les components del moment angular orbital en representacio

de coordenades?, perd aquestes en coordenades esfériques:

PN o
L,=¢&,-L=ih (51n(<p) 50 + cot(6) cos(y) 8@) (5.21)
L, =¢é&,L=ih(—cos( )2 + cot(0) sin( )2 (5.22)

v 750 7 ag '

L,=¢é& L= —ih% (5.23)

- 1 0 o) 1 9?
L*=LL=-n — (sin(0)=; | + —5—7— 24
@ o (m0g) n?(0) 77 (524

Aixi doncs, si per exemple anomenem |¢) al resultat d’aplicar L. sobre un
estat [¢), |¢) = L. |¢), aleshores la seva representacié en coordenades sera
C(7) = ((r,0,9) = —ihgZ(r, 0, ).

Ara podem presentar les relacions de commutaci6é amb els altres operadors (po-

sicié e; i moment lineal p;):

|:[A’j> €k] = ihejpiel (5.25)

{ij,pk] = thejup (5.26)

Per finalitzar, de moment, amb el moment angular orbital i abans de presentar

el hamiltonia, presentarem els operadors escala.

5.2.4 Operadors d’escala (Ladder operators)

Aquests operadors venen definits per a qualsevol operador en el qué tingui sentit
aplicar-lo. Ara els veurem pel moment angular orbital, pero en la segiient part
per exemple, els veurem definits pel moment angular total.

Aixi doncs, aquests operadors d’escala ens venen definits com

Li=L,+iL, (5.27)
4Aquestes es poden obtenir a partir de I’expressi6 (5.17), doncs
S L B - P S
L=7xp=ré X <7th) = —ih [e¢£ - egsin(@) %

i pel qué fa al moment angular orbital al quadrat, només hem de recordar que €, (6, ), €5(0, ),
€,(0,¢) i, per tant %é}p(ﬁ,cp)
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i segueixen les regles de commutacié segiients:
[L.,Li] = +hLy (5.28)
i, evidentment
[L*,Ly] =0 (5.29)

A més a més, aquests operadors comparteixen valors i vectors propis amb 1’o-
perador L, i al tenir el mateix valor propi, el seu significat (a grosso modo) és
augmentar o disminuir el moment angular en aquesta direccio, és a dir, pujar o

baixar un autovalor del moment angular orbital.

Una relacié important, trivial de demostrar, és la segiient:

L*=LyLy+ L2FhL, (5.30)

5.2.5 Hamiltonia

L’operador hamiltonia és 'extrapolacié en tres dimensions del qué hem vist en
una. Sempre té un terme cinétic relacionat amb el moment lineal i un terme
potencial relacionat amb la posicié i que és especific en cada cas. Aleshores el

que tenim és

- h 9
H=—3-V?+V () (5.31)

i s’ha de tenir en compte que tots els observables que commuten amb el hamil-

tonia, son constants del moviment.

5.3 Valors propis i funcions propies

A continuacio avaluarem els valors propis i les funcions propies dels operadors

de posicié, moment lineal, moment angular orbital i del hamiltonia.

5.3.1 Operadors de posicio

Com les tres components del vector posicié commuten, podem escollir una base

|7) = |x,y, 2) tal i com ja haviem presentat

lr) = z|z,Y,2)
glr = ylz,y,2)
zZl7 = zlw,y,2)
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o amb un cert abis de llenguatge:7|F) = 7|7).

En representacié de posicions o de coordenades, aquests estats propis de ca-
dascuna de les coordenades, son:

(F|ro) = (x,y, 2 |20, Yo, 20) 0 (7' — T0) = & (¥ — 20) 6 (y — yo) 0 (2 — 20)

Per tant, son estats impropis, no normalitzables ni fisics. L’espai no pertany a
£? i la funcié d’ona J (7 — 7) representa una particula situada exactament al
punt 7o = (o, Yo,20). Recordem que la delta de dirac és una distribucié que

compleix

/5W—%Lﬂﬁfr=fmﬁ

La base|r) és la que defineix la representacié de coordenades o posicions:
v = [ o

on la funci6 d’ona ve descrita per ¢ (7) = (7 [¢) i on (¢ [¢) = [d® |y (7F)° = 1.
Podem notar que ara la integral sobre tots els elements de la base involucra un
element de volum, que en coordenades cartesianes i esfériques pren el valor de
dV = dxdydz = d3r = r%drsin (0) dfdp. La probabilitat p () de trobar la par-
ticula en una regi6 de Pespai, obtindrem integrant |1 (7)|* dV sobre lintérval

de parametres que delimitin la regi6, amb

p(7) = (7 [)* aV (5.32)

i per a determinar la distribucié en una coordenada, utilitzarem els marginals;

és a dir, per exemple en el cas de la coordenada xz:

Pr(z)dz = /dz/dyp (z,y,2)dzx

Si ho volem avaluar en coordenades esfériques tindrem

p(F)dV =p(r,0,0)dV = |t (1,0, <p)|2 d3r = |v (r, 0, (p)|2 r2dr sin (0) dody
(5.33)

i si volem determinar la distribucié per un angle, per exemple per a 6:

oo 2w

// |2 (r, 6, @)\2 r2dr sin (0) dody
0

0

p(0)do
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5.3.2 Moment lineal

Les tres components del moment lineal commuten i, per tant, podem definir
la base |p) = |ps,py,p-).- En representacié de coordenades, les funcions d’ona
corresponents, sén ones planes de quadrat no sumable i, en aquest cas tampoc
pertany a £2 i ens defineixen una base impropia fora de I’espai. Si recordem en

la secci6 anterior py |ps, Py, P2) = D [Pz, Py, P»), aleshores:

., 0
_Zh%(pﬁ (.T, Y, Z) = PzPp (xa Y, Z)

per tant, en tres dimensions

Rl

1 3 .PjJ 1 3 .5
7 (x,y,2) = | | TR = pz(T) = e 5.34
ep(T,y,2) 3 ( 27rh) o (7) ( 27rh> ( )

j={z,y,z}

Tenint en compte que p' = hk, podem reescriure la funcié de valors i vectors

propis com
() = L vitkeothyytb.) _ L ikw

vp(r) = €
g (2m)"? (2m)"?

amb valors propis del moment lineal p'= h (kg, ky, k.) reals.

El factor de normalitzacio s’escull per a qué (p'|po) = 6 (P — po). Aquestes sén
ones planes que ocupen tot ’espai i, per tant, tenim minima indeterminacié en
el moment lineal i maxima dispersié en la posicio.

ik

Per altra banda, sovint Ae s’utilitza per caracteritzar un flux de particules

en el cas d’una ona plana amb densitat de corrent

—

- k
i=1APh—
m

ien el cas general
- h X
j=mly () Ve ()

Finalment, ’equacié de continuitat en tres dimensions ens vindra determinada
per

-

p=—-Vj (5.35)

amb p = |o (7)|".

5.3.3 Moment angular orbital: Els harmonics esférics

Les funcions propies del moment angular orbital séon els harmonics esférics i
només sén propies de la component z i del modul al quadrat. Les altres compo-

nents no tenen com a funcions propies els harmonics esférics, doncs les diferents
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components no commuten. Ara bé, com definim els harmonics esférics? Per
fer-ho, hem de treballar la matematica del problema, adaptant les coordenades
esfériques i realitzant el métode de separacié de variables a partir de ’equacid

de Schrodinger independent del temps.

Per comengar, si ens fixem amb I’equaci6 del Laplacia (5.3), I’equaci6é de Schro-
dinger per la funci6 d’ona 1) (r, 6, ) ens ve descrita per

h[1d8 [ ,00 19 (., 0 1L Y
2m [7"267" (T 87‘) * 2 sin(6) 90 <Sm(0)80> * r2 sin?(6) o2
V= B (5.36)

aleshores, hem d’intentar trobar solucions en qué les variables quedin separades

en un producte de 'estil

P (r,0,0) = R(r)Y (0, ) (5.37)

és a dir, una part radial i una altra angular. Si introduim (5.37) a (5.36) tenim

om |r2dr \\ or r2sin(0) 00 ° 06 r2sin?(9) 0>

+VRY = ERY

Si ara dividim per YR i multipliquem arreu per — 27;;; 2, obtenim

[;jr (7«26;]:) _ 2%2 v (r) —E)] 4

+l Lﬁ i (g)al +#627Y =0
Y [sin(@) 00 \™"" 90 ) " sinZ(0) 092 | ~

on ja hem realitzat la separacié de variables amb la part radial i la part angular.

Si ara considerem una constant de separacié com /(I + 1), tenim que

() - 20 v 1) - B =1+ (5.39)
% [sinl(o)aaa (sin(@)?e/) 811121(9)(224,0};} — I+ 1) (5.39)
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5.3.3.1 L’equaci6é angular

L’equacio (5.39) és la que ens determina la dependéncia de la nostra funcié d’ona
amb les coordenades angulars. Si a aquesta la multipliquem per Y sin? (8), es

presenta com
Y 2y
sin (6) % (Sin(@)%@) (;? =—1(I+1)Ysin®(0) (5.40)
Aleshores el que podem fer ara és serparar les variables angulars de manera que:
Y (0,) =0 (0)®(p) (5.41)
i si ho introduim i dividim per ©®:
2
<é [sin (9) di9 <sin(0)ig> 1(1+1)sin? (9)}) + é + ZT;) =0

de la mateixa manera que hem fet abans, presentem la constant de separacio
2

% [sin (9) % Gm(&)iﬁ)) +1(I+1)sin? (9)} =m? (5.42)
é + (lef; = -—m? (5.43)

L’equaci6 (5.43) és molt facil de resoldre, doncs tenim®:

o

e —m2® = & (p) = ™ (5.44)

Ens podem fixar que quan 'argument avancga 27, tornem al mateix punt de
Vespai (@ (p +27m) = @ (¢)), és a dir

exp [im (¢ + 2m)] = exp [imy] = exp [2mim] =1
Aleshores, m pot pendre els valors

m=0,+1,+2,43, ... (5.45)

Tractem ara lexpressié (5.42), que serd més complicada. Primer de tot la

5Tenim solucié negativa també, pero la cobrirem.
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’ Pl =sin (0) PJ =15sin () (1 — cos? (6))
’ PP = cos (0) P32 = 15sin? () cos (9)

’ P} = 3sin” ()

|

/\m

P3 = 3sin () cos (0)
| PY =3 (3cos® () — 1)

5cos (0) —3cos )

|
|
(5 cos? ) }
|

Taula 5.1: Alguns polinomis de Legendre associats, P/™ (cos (9))

reexpressem

{Sin (9) % (sin(@)cj;)) + (1(1+1)sin® () —m*)©| =0

aleshores, aix0 no ens és gens familiar. Si presentem la solucié directament,

tenim

© (0) = AP™ (cos (9)) (5.46)

tal que P/™ son les FUNCIONS 0 POLINOMIS DE LEGENDRE ASSOCIATS

que ens venen definits per

|m|
PM(z) = (1-2?) =3 <CZC> Pi(z) (5.47)

o també (1 ) 2) 1z b
@ = — (%) @ (5.48)

on hem presentat que el polinomi de Legendre d’ordre [ ens ve definit per la

Formula de Rodrigues:

1 d\' 9 l
Pi(z) = oy (dm) (z*—1) (5.49)
A la Taula 5.1. presentem alguns dels polinomis de Legendre associats.

Si ara ens fixem amb la férmula de Rodrigues, la relacié que tenim amb [ i

m, és que el valor de [ ens determina 2/ + 1 possibles valors de m. Per tant:

[1=0,1,2,3,...

(5.50)
lm=—l,—1+1,...,—1,0,+1,...,1 - 1,I

Tenim altres solucions per (4.42), perd no sén fisiques al tenir funcions d’ona
no normalitzables.
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’ Yooz(ﬁ)lz H YliQ:(g%)lzsm () e2iv ‘
’ Y0 = (%)1 cos (0) H YY) = 16%) 2 (5cos? (8) — 3cos (9)) ‘
’ YljEl =F (%)1 sin () et H Y3jEl 241 1 ? sin (6) (5 cos? Lip ‘
’ Y20 = (%)I/ (3 cos? (9) — 1) H Y3i2 = (32 ) 12 sin? (9) cos (9) iQ“P ‘
7 =) o @ |- G P mer ]

Taula 5.2: Alguns dels primers harmonics esférics, ;™ (0, ¢)

Si ara agafem lexpressié (5.33) i li realitzem la separacié de variables, tenim:
/|w(r,9,<p)|2r2drsin(0) dego:/|R(r)|2r2dr/|Y(0,go)\2sin(6) dode =1

i si les normalitzem una a una

e’} 2T T
/lR(r)|2r2dr:1; //|Y(9,<p)\2sin(9)d9d<p:1
0 0 0

Finalment, si normalitzem les funcions d’ona angulars, aquesta normalitzacio
s’anomenen els HARMONICS ESFERICS:

(2z447; (11) J(rl \;1 ||7)7!1|)!} ? iy P os )| (550)

Y (6.) = () |

i a la Taula 5.2. es poden observar alguns dels primers harmonics esférics.

Aquests harmonics esférics son les funcions propies de L, i L?, amb valors
propis mhA i [ (I + 1) h?, respectivament; tal que

L.Y;™ (0, ¢) = mhY," (0, ¢) (5.52)

LY (0,0) = L(L+ 1) hY;™ (0, ) (5.53)

A més a més cal dir que, com a bons estats propis de L, i L2, formen una base

completa i estan normalitzats segons
/dQY—lm (97 90)* lezn/ (91 90) = 5l,l’5m,m’
en que hem utilitzat el diferencial d’angle solidd$2 = sin(0)dfdyp.

La fase arbitraria davant Y, (6, ¢), s’escull per conveni per a que ;"™ (0, ) =
(—=1)™ Y™ (0,9)"; que és consistent amb el conveni fixat quan estudiem el mo-
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ment angular de forma algebraica més endavant.

Hem comentat la qiiestié de completa i, és aixi perqué qualsevol funcié angular

e’} l
=Y > amnyi"(6,9)

=0 m=—1

tal que ¢, = (L,m |x) = [dQY;™ (0,0)" x (0, ) és Pamplitud de probabilitat
de trobar els resultats A2l (I + 1) i hm en mesurar L? i L, respectivament sobre

Pestat |x).

Sovint també es poden determinar els coeficients ¢; ,,, per inspecci6. Per aixo és
util recordar que a Y;™ (0, ¢) tota la dependéncia de I’angle azimutal ¢ ve en I’-
exponent de e?™% i que la de ’angle polar 6, ens la déna el polinomi de Legendre
associat P/™ (cos (¢)). D’aquesta manera, els prefactors que acompanyen a ¢ als
exponents (o les funcions trigonomeétriques) ens donaran els possibles valors de
m; és a dir, en cos () = €'+~ només té m = £1. Per altra banda, els graus
en que apareix cos(6) o sin(#) ens vindra relacionat amb els possibles valors de .

Ja en la introducci6 teorica vam parlar de nombres quantics i ara és el moment
de tornar-hi. En quantica, el nimero m correspon al NOMBRE QUANTIC
MAGNETIC i | s’Janomena NOMBRE QUANTIC ORBITAL.

Per acabar, podem representar les coordenades esfériques a partir dels har-

monics esférics de la segiient manera:

2
x = rsin(f)cos(p 1/1 Y] (0,0) + Y (0,9)]

3
y = rsin(f)sin(p) = ? )+ Y (9,@)}
z = rcos(p) = Y1 (0, 0)

3

5.3.4 Hamiltonia

El hamiltonia presenta una base estacionaria i un espectre d’energies especifics
de cada i problema i de 'energia potencial V' (¥) que li correspongui. Determinar
els valors i vectors propis sél ser el problema clau en cada aplicacié, doncs els

valors propis ens donen les energies possibles del sistema, com per exemple,
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I’espectre que determina les propietats termodindmiques del sistema i, per altra
banda, el hamiltonia és el generador de I’evolucié temporal i un cop coneguts els
valors de E,, i les funcions propies ¢, (¥), podem determinar ’estat del sistema

en qualsevol temps:
(0 (Fv = O) = Z CnPn (fj = (Fv t) = Z CneiiTntqbn (F)

per aquest cas hem considerat l'index n com a discret, perd pot ser continu (el

sumatori passa a ser una integral) o una barreja d’ambdues situacions.

Els estats que queden confinats en I'espai, o en altres paraules, els estats lli-
gats, tenen espectre discret, mentre que els lliures o no lligats tenen l’espectre

continu.

5.4 Particula lliure

Tal i com vam veure en el capitol anterior, el hamiltonia només tindra terme
cinétic, és a dir
h2
H=-—V?
2m
i per tant les seves funcions d’ona propies han de ser les propies del moment
lineal: .
.5
05 (F) = ——ze' (5.54)
? (2rh)”?

és a dir, les ones planes normalitzades de tal forma que
517 = [ o ()65 () ' =37 7)
o bé, alternativament podem fer servir

1 -
V= (F) — ezk-r
F (27r)3/2

doncs com hem vist a la seccié anterior, sén propies també del moment lineal i
propia dels observables p,, py, p., amb valors propis hk,, hk,, hk., respecti-

vament. A més a més, aquestes també estan normalitzades:

/u;.;, ()vg (P dr = 5 (F— )
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Aixi doncs, els valors propis del hamiltonia sén

o ﬁ: h2k2
P om 2m

(5.55)
ambp=|plik= ’E‘

Aleshores, disposem de pura energia cinética no quantificada que pot prendre

qualsevol valor real no negatiu.

5.5 Particula en una caixa («Particle in a box»)

La particula en una caixa de longitud a és un dels altres exemples per excel-léncia
de la Fisica Quantica. El hamiltonia d’aquest sistema disposa només de terme

cinétic, doncs el que tenim és un potencial infinit:

0 siz,y,z€ (0,a
V(a,y,2) = p2 € (00)
oo a la resta

en les parets que el tenim en compte imposant les condicions de contorn. Aixi

doncs, anem a avaluar el problema.
A dins de la caixa, I’equacié de Schrodinger ens vindra determinada per

2
_iv2¢ —

2m 2m +

R (9% 0% 0%
— (3332 + 57 M) = By (5.56)

per tant, observem que el problema és separable:

1 d®f(x) n 1 d?g(y) 1 d?h(z) 2mE

flx) dz?  gly) dy?*  h(z) dz2 B2
on hem presentat unes funcions que depenen tnicament de z, y i z, respectiva-
ment. D’aquesta manera podem escriure els estats estacionaris com a combina-

ci6 d’ones planes, doncs si tenim que

_ h2 2 2 2
B = o (K24 K2 + k)
i PE@) o Py) . @h()
g2 = hkaf(a); a2 —kyg(y); — 5= = —kZh(2)
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aleshores la soluci6 de ’equacio diferencial ens vindra determinada per funcions

de sinus i cosinus:

flx) = Agsin(kyz)+ B, cos (kyx)
g(y) = Aysin(kyy) + By cos (kyy)
h(z) = A,sin(k,z)+ B,cos(k,z)

Si ara apliquem condicions de frontera tenim que f(0) = ¢(0) = h(0) = 0,
doncs B, = B, = B, = 0 respectivament. Per altra banda, quan f(z) =0 =
sin (kza) = 0 = k; = n, 7, amb n, = 1,2,3,.... De la mateixa manera tenim

ky =ny,% ik, =n.Z iper tant, tindrem la funci6 d’ona
Ny T Ny T n,m
Y (x,y,z) = Az AyA, sin (Lx) sin (Ly> sin (Lz)
a a a

i una energia de
h? w?
_ ™ /2 2 2
E = 9 a2 (nx—|—ny—|—nz)
tal i com varem veure en el capitol anterior, pel cas unidimensional la normalit-

zaci6é d’'una component ens venia determinada per \/g , per tant, si normalitzem

les tres funcions f(z), g(y), h(z) tenim que A, = A, = A, = \/% i per tant,

les solucions del sistema sén

3/2
Y (z,y,2) = ((21) sin (%m) sin (%y) sin (%z) (5.57)
h?m?
E= Sy (n2 + nz +n2) (5.58)

amb ng, ny, n,=1,2,3,....

Aleshores, les condicions de contorn ens restringeix els valors possibles de k

en cada component i déna lloc a la quantificacié de ’energia.

5.6 Potencials centrals

A continuaci6 presentarem els potencials centrals. Aquests potencials son aquells
que no depenen de les components angulars, és a dir V (7) =V (r) # V (r, 6, ¢)
i per tant només afecta a la part radial de la nostra funcié d’ona R ().



CAPITOL 5. MECANICA ONDULATORIA TRIDIMENSIONAL 176

5.6.1 L’equacié radial

Quan vam estudiar els valors propis i les funcions propies de I’'operador moment
angular, vam estudiar I’equacié de Schrodinger independent del temps a partir
del métode de separacié de variables. A continuacié vam estudiar I’equacio
angular per avaluar els harmonics esférics i vam deixar de banda ’equacio radial.

Bé, si ara recordem l'expressio (5.38) i la reescrivim tenim

Li (ﬁ?j) _Q%"QW(T)—E)R —1(+ DR

Aleshores, per simplificar la notacio, fem el canvi de variables segiient:

u(r) = rR(r) (5.59)
i per tant
R dPu R+ 1)
ot £ - B .
5 a2 + | V(r)+ CT— u U (5.60)

la qué anomenem equacié radial i la qual és idéntica a ’equacié de Schrodinger

en una dimensi6 exceptuant el terme del potencial efectiu:

R 1(1+1)
Ve =V — 5.61
1) = V() + 5y (561)
on ens apareix la part centrifuga % l(l:;l) semblant al qué ens sortia en I'estudi

de forces centrals en Mecanica Classica’.

Amb aquest canvi de variable, la condicié de normalitzacié ve descrita per

oo

/|u|2 dr=1 (5.62)

0

Si ara tornem a avaluar la funcié d’ona, amb la part radial i la part angular;

trobem finalment
Y (r,0,0) = Ri(r)Y,™ (0,¢) (5.63)

6D’aquesta manera tenim:

poo v an_[(E)

@@ - &

"Vegeu les notes de Mecanica Classica.
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D’aquesta manera, podem anticipar que la degeneraci6é, com a minim, vindra
determinada pels valors de m, tots amb la mateixa energia; doncs només la [ és
propia de l'energia i el valor de m no ens afecta en res. Com m = —[,...,1[, el

ntimero de degeneraci6 sera 27 + 1.

5.7 Pou esféric infinit

El pou esféric infinit és la generalitzacié del pou finit unidimensional i, com en
aquell cas, ens caldra anul-lar la funci6 d’ona als extrems del pou.
Podem treballar aquest cas a partir de ’equaci6 radial i serd interessant veure

quines soén les solucions, doncs les necessitarem per la seglient seccid.

Si considerem el potencial que ens descriu un pou esféric infinit:

0 sir<a
V(r) = ‘ (5.64)
oo sir>a

fora del pou la funcié d’ona serd zero, perd dins d’aquest ’equacié radial ve

descrita per

Eu [II+1)

au —k )

dr? [ r2 (5.65)
on k= y/2%E. Anem a solucionar aquesta equacié utilitzant les condicions de
contorn tal que u(a) = 0.
Pel cas | = 0, és facil: % = —k>u = u(r) = Asin(kr) + Bcos(kr). En

aquest cas, podem escollir B = 0 i com les condicions de contorn ens requerei-
xen que sin (ka) = 0, tenim que ka = nm, per n € N i les energies permeses ens
vindran determinades per
2,232
n mweh
Enp=—— 5.66
n0 2ma2 ( )
Aleshores, les funcions d’ona ens vindran determinades per la part radial (de
normalitzaci6 A = \/g i per la part angular (que en aquest cas és constant
0 _ 1 <. PN )
dones Yy (0, ¢) = 7 bels harmonics esférics) de manera que:
1 sin (nm")

a

V2ma r

per tant, notem que els estats estacionaris ¥, (1,60, p) ens venen etiquetats

Ynoo = (5.67)

per tres nombres quantics n, [, m, on els dos darrers ja els coneixiem i n

correspon al nombre quantic principal. Per altra banda, ’energia prescin-
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. sin(z) _ . _ cos(x)
Jo= """ = sinc(x) ng = — %
g1 = w _ co;(ac) ny — _coi(a:) _ Smm(x)
jo = (35 — 7)sin(@) — S cos(x) | no = — (% — 1) cos(z) — % sin(z)
; ! O
I s <1 n — G <1

Taula 5.3: Les tres primeres funcions esfériques de Bessel i Neumann i la seva
forma quan x < 1.

deix del nombre quantic magnétic i només ens depén del principal i ’orbital E,,;.

La solucié general de Iexpressié (5.65) no és trivial, doncs ens ve determinada
per
u(r) = Arj, (kr) + Brny (kr) (5.68)

on j;(z) correspon a una funcié esférica de Bessel d’ordre I:

i) =o' (5 d)l () _ (g (ld)l sinc(z)

2 dx T T dx

i n;(z) és una funcié esférica de Neumann d’orde I:

T dx T

n(z) = — ()" (1 d>l cos(z)

A la Taula 5.3. presentem alguns de les primeres funcions esfériques de Bessel

i Neuman.

Com les funcions de Bessel son finites a l'origen i les de Neumann se’ns dis-
paren, tenim que B; = 0 i per tant

R(r) = Aji(kr)
que recordant les condicions de contorn del problema
Ji(ka) =0

No obstant aixo, les funcions de Bessel son oscil-latories i tenim un nombre
infinit de zeros perd afortunadament, no estan localitzats en punts sensibles
com n, nm,.... Aixi doncs, per a qualsevol radi, les condicions de contorn ens

determinen que
1
k=-03, 5.69
Pt (5.69)

on Sn; és el n-éssim zero de la [-éssima funcié esférica de Bessel.
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Aleshores, les energies permeses venen donades per

o,
i les funcions d’ona per
'(/)nlm (’I“, 97 90) = Anljl <ﬁa’ﬂlr) Yim (9, QD) (571)

on A,; és constant i es determina amb la normalitzacié de la funcié d’ona.

5.8 L’atom d’hidrogen

A continuacié presentarem la solucié definitiva de I’atom d’hidrogen. A Pinici
de les notes, haviem vist que Bohr intentava presentar una explicacié coherent
del que succeia, encenrtant ’espectre energétic, £, = —#Ry, ambn =123,...,

perd malauradament res més.

Les funcions d’ona que ell presentava eren ben diferents a les funcions d’ona
que determinarem i que dependran dels tres nombres quantics: el principal,
lorbital i el magnétic.

Aleshores si estudiem I’atom d’hidrogen, tenim un electré sotmeés a un potencial
de Coulomb, de manera que el potencial del sistema vindra descrit per
e2 1

Vi(r)=- Inegr (5.72)

amb e com la carrega de ’electro6.

Observant que ’equacié radial (5.60) ens quedara com

_idzu(r) B e? 1 ﬁl(l—l—l)
2m  dr? dregr  2m 712

u(r) = Eu(r) (5.73)

observem que el nostre problema és resoldre aquesta equacié i determinar les
energies F permeses dels electrons. Per solucionar aquesta equacié treballarem
amb la solucié analitica tal i com vam fer amb ’oscil-lador harmonic unidimensi-
onal, doncs el potencial de Coulomb admet solucions continues quan ens trobem
lluny del nucli (r > 0) i sera un potencial pla (ones planes), o bé discretes quan
E < 0 (r petites) lelectr6 resta confinat en un pou de potencial tenint aixi

estats quantitzats.
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Aixi doncs, anem a considerar els dos termes:

o Per r grans:— /o CU0) — Fy(r) i la solucié sera de Vestil Hhr
grans:—5— = = Fu(r) i la soluci6 sera de 'estil u(r) oc e**", on
definim
—2mE
amb F < 0.

e Per r petites (il # 0): Com lenergia esta fixada, la resta de termes es
fan grans respecte I’energia. Si ara dividim ’equaci6 (5.73) per l'energia,

tenim

idQu(r) _ l me? 1 I(1+1) u(r)

1—
k2 dr? 2meghPk (kr) + (kr)z

si ara fem un canvi de variable tal que

2

N o
p=ni L po= 2mweghk
ens quedara
d?u(p) po  LI+1)
=|l1-—=4+——= 5.75
a7 PR u(p) (5.75)

Aleshores, la soluci6 general tindra la forma
u(p) = Ae™” 4+ Be?
perd quan p — oo; e” se’ns cancel-lara i per tant B = 0 i la solucio és
u(p) ~ Ae™” (5.76)

Quan la p és petita i tendeix a zero, els termes dominants son els centrifugs:

2U
d dp(;’) - ’(l; Vo) (5.77)

i per tant, la solucié general la podem reexpresar com
u(p) = Cp!™ 4 Dp~ (5.78)

Observant-la, tenim que D = 0, doncs siné divergeix quan p — 0, per

tant

u(p) ~ Cp*

Si ara introduim una funcié v(p) per eliminar el comportament assimpto-
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tic, de manera que

u(p) = p e u(p) (5.79)

i en termes d’aquesta nova funcié, ’equaci6 (5.75) ens quedara

d*v(p)
dp?

+2(l+1—p)dvd(:)+[P0—2(l+1)]v(p)—0 (5.80)

que si assumim que v(p) pot ser expressada en séries de poténcies de p,

tenim:

v(p) = azp’ (5.81)
§=0

Aleshores, ara el nostre problema es simplifica a determinar els coeficients
a;j. Per fer-ho, el métode que utilitzarem és ideéntic al de I’oscil-lador
harmonic unidimensional on derivavem terme a terme i al final trobavem
una férmula de recurréncia que ens determinava els coeficients. Aixi doncs,

presentem directament aquesta féormula de recurréncia:

2(j+1+1)—po .
G+ G+20+2)] 7

Ajy1 = (582)

Aleshores, el problema d’aquesta série és que hauria d’acabar i per tant

considerem un maxim tal que
Ujpawt1 =0
o be, a partir de la féormula de recurréncia
2 (Jmaz +1+1) —po=2n—py=0
on hem definit el nombre quantic principal com
N = jmas +1+1 (5.83)

aleshores, és trivial que py = 2n i relacionant p i pg amb l'expressio (5.74)

podem determinar 1’energia

B K2 k2 B met

E= =—
2m 8m2e3h?pd

pero les energies permeses vindran determinades per la Férmula de Bohr

m (z2\] 1 B

4meg n2 n?’
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amb Z = 1 pel cas de I'hidrogen. L’estat fonamental d’aquest sistema,

ens vindra determinat per n = 1, és a dir

Ey=-136¢V =1R, (5.85)

Per altra banda, si relacionem pg = 2n, p i py tenim que

e (met YL_ 1
T \dmwegh? ) n agn

on definim ag com el RADI DE BOHR:

Aegh?
ag =

o (5.86)

Estudiem ara les funcions d’ona de I’aAtom d’hidrogen. Aquestes dependran dels

tres nombres quantics, tal qué

Ynim (1,0, 0) = R (r)Y,™ (0, ¢) (5.87)

amb )
Ry (r) = —p*te ™ u(p) (5.88)

en que v(p) és un polinomi de grau j,ue =n — 1 — 1 en p; per tant, la formula
de recurréncia vindra determinada per
2(j+1+1—-n)

GG Grar2)|Y (5:89)

Observant la darrera expressio amb j = 0, es t&é que a1 = 0 i v(p) = a és
constant, per tant:

a r
Rio(r) = %e* /a0 (5.90)

que si normalitzem aquesta expressio tindrem

o0 2 o0

/|R10|2r2dr = 7|a|2 /e’QT/“Oerr = |af? 0 _q
ag 4

0 0

Aleshores
2

- Vm

Per tant, la nostra funcié d’ona ens vindra determinada pel producte de la funcio

1

radial i Pangular. Com I’angular correspondra a I’harmonic esféric Y = i
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LY=1 L3 =2

LY =—-x+1 L? = —6x+ 18

LY =224z +2 L3 = 1222 — 96z + 144
Li=1 L3=6

Li=-2r+4 L3 = —24x + 96

1
Ll=322—18z+18 L3 = 6022 — 600z + 1200
Taula 5.4: Els primers polinomis de Laguerre associats L} _,(z)

Lo=1

L1 = —x+ ].

L2 = .’IJ2 —4x 4+ 2

Ls=—224922—-182+6

Ly = 2% — 1623 + 7222 — 962 + 24

Ly = —2% + 252* — 20023 + 60022 — 600z + 120

L¢ = 2% — 362° + 4502* — 240023 + 540022 — 4320z + 720

Taula 5.5: Els set primers polinomis de Laguerre L,(z)

obtindrem

1 _r
¢100 (T, 9, (p) = ﬁe @0 (591)

D’aquesta manera, podriem anar determinant totes les funcions d’ona, amb

la complexitat que a mesura que augmentem els nombres quantics ens serd
més dificil de determinar i més facil d’equivocar-nos en el procés. Per tant,

considerem que per un n arbitrari, els possibles valors de I s6n
1=0,1,2,...n—1

Per altra banda, el polinomi v(p), a part d’estar definit per la férmula de recur-

réncia, també ens pot venir definit per
v(p) = L%, (2p) (5.92)

tal qué

Ly—p(2)

q—p

(=1)P (;;)pbq(x) (5.93)

son els POLINOMIS DE LAGUERRE ASSOCIATS, els qué presentem a la Taula
541

Ly(z)=¢e" (ddx)q (e7"a9) (5.94)

el POLINOMI DE LAGUERRE DE GRAU ¢, que els presentem a la Taula 5.5

Aleshores, utilitzant aquests polinomis associats, podem determinar els valors
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3/2
_ 5 Z 1r
Ra =575 (%) (1_154'
v (2P 1r
R42:m(a) ( —ﬁa)

R _ 1 Z 3/2 r 3 Zr
43 = 768v35 \ao a0 ) P\ " dag
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Taula 5.6: Primeres funcions d’ona radials R,;(r). En el cas de I’atom d’hidro-

gen Z =1

de les funcions radials a partir de

l
_g_r T 2r
R(r) = Ne Zmim () 21 (=2
(T) € 0(71&0) n—Il+1 nag

(5.95)

on N és la constant de normalitzaci6 i els diferents valors de les solucions de les
funcions radials les presentem a la Taula 5.6. i a la Figura 5.2 venen represen-

tades algunes de les primeres funcions d’ona radial de 'atom d’hidrogen.

Finalment, la funcié d’ona de I’hidrogen, on presentem ja el terme de normalit-

zacio de la funcié radial, ens vindra determinada per ’expressié segiient:

2 \* (n—1-1)! __, 2r \! o1 2r ,
nim (1,0, ) = ) e () LY, — ) Y, (0,
smnton.o = () e () s () w0

(5.96)

A continuaci6 presentarem algunes expressions per a determinar el valor mig de

la component r sigui quina sigui la seva poténcia, doncs ens seran molt utils per

avaluar molts dels problemes.
<rk> = /TIHZ [Rnl(r)]2 dr
0

<r>=%0[3n2—z(z+1)]

2,2
agn

() = =5 [n* + 13811+ 1)

(5.97)

(5.98)

(5.99)
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Figura 5.2: Representaci6 grafica de les primeres funcions d’ona radials de I’atom

d’hidrogen R,;(r)
1 1
2y = 1
< ; > p— (5.100)

(=)= @iy 10

Si tornem ara a la funcié d’ona, quant més gran sigui n, més rapid decau. Per

n donades poden haver-hi [ amb el mateix valor; és a dir, tindrem degeneracié.
Per a cada [ tenim (21 + 1) m’s i per a cada m, l =0,...,n — 1. Aleshores, per

I’energia la degeneracio sera:

n—1 n—1
g=>_ (@+1)=2> l+n (5.102)
=0 =0

que ens augmenta quadraticament.

Si ara realitzem la suma de parelles pel nombre de parelles entre dos: (n — 1) 5

tenim que Y; ' | = (n — 1) 2, per tant

I
-

g=2 (nfl)g+n:n
!

2

Il
o

que si tenim spin de ’electro, obtenim

g=2n
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Continu
E>0
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Figura 5.3: Nivells d’energia de latom d’hidrogen. (Molt semblant a la Figura
1.9)

A la Figura 5.3. Presentem els nivells d’energia de I’atom d’hidrogen®, on cada

nivell tindra degeneracié i discriminem segons sigui continu o discret.

5.9 Oscil-lador harmonic tridimensional

L’oscil-lador harmonic tridimensional és una extrapolacié senzilla de 1’oscil-lador

harmonic tridimensional. El hamiltonid del sistema ens ve descrit per

H = —h—2v2 + L (5.103)
- 2m 2 '
h? [ 0?  9%  0? I 5, o
_ )42 104
2m <8m2+8y2+822>+2mw (@ 497427 (5104

i tant es pot tractar amb coordenades cartesianes com amb esfériques. Hem de
recordar perd que hi ha degeneracié i que la base propia no estd univocament
definida.

Si ho trebalem amb coordenades cartesianes, les funcions d’ona propies (es-
tacionaries) son de forma natural el producte de les de 'oscil-lador harmonic

unidimensional, és a dir, correspon a un producte de tres factors, amb cadascuna

8 A la segiient part de les notes, en el capitol de teoria de pertorbacions podrem veure un
estudi més detallat d’aquests nivells energétics.



CAPITOL 5. MECANICA ONDULATORIA TRIDIMENSIONAL 187

de les tres variables z, y i z:
Py iy, (2,9,2) = P, (2) Py, (y) P (2) (5.105)

i les energies propies corresponents sén la suma de les energies en el cas unidi-

mensional: 5

en que ng,ny,n, =0,1,2,.. ..
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Part IV

Mecanica Matricial

190
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En aquest quart bloc de les notes estudiarem la Mecanica Matricial o Me-
canica de Heisenberg on treballarem primerament amb l’oscil-lador harmonic
de forma algerbaica amb els operadors de creaci6 i anihilacié (importants en
el camp de I’Optica Quantica) juntament amb els estats coherents, els qué ja
hem presentat breument amb anterioritat. Estudiarem el moment angular total,
corresponent al generador de rotacions i el qual sera la suma de lorbital i del
spin.



Capitol 6
Oscil-lador harmonic

En el capitol 4 vam determinar les funcions d’ona de l'oscil-lador harmonic a
partir del métode analitic, perd també les podem determinar a partir del métode

algebraic amb els operadors de creacié i anihilacié.

6.1 Operadors de creaci6 i anihilaci6

Els potencials harmonics venen descrits pel hamiltonia segiient

2

_p 1 s
H= 5o + 5w (6.1)

en que w és la freqiiéncia angular o pulsacié d’un oscil-lador harmonic relacionat
amb la llei de Hooke per w = 1/%. A més a més, el hamiltonia ha de complir
H >0.

Aleshores, el nostre punt de partida és recordar que els operadors de posicio

i moment s6n hermitics i compleixen
[&,5] = ih (6.2)

Si ara definim els operadors de creaci6 i anihilaci6 (o destruccio) com:

st M Py fmw  hod
“ 2h (x me) 2h (:z: mw dx (6.3)
WY L (R I W L (R
“\ 2 <x+zmw) —\V 2n <x+mwdac> (6.4)

respectivament.

192
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Aquests operadors no sén hermitics i podem reescriure els operadors de posicio

i moment a partir d’aquests:

P=y5—(a+ a") (6.5)
p=i mg“ (' — a) (6.6)

Ara doncs, podem avaluar la relaci6 de commutacié entre els operadors de
creaci6 i anihilacié. Si utilitzem la propietat de commutaci6 [A+ B,C| =
[A,C] + [B, (], tindrem:

7

bl = ol b — (58] — — g4 L[5
[a7a } 2hmwmw [:E,p] + 2hmwmw [p? x] ﬁ [l’,p] + h [p’x]

que utilitzant P’expressié (6.2), obtenim

[a,a'] = aa’ —afa =1 (6.7)

Aquesta propietat és essencial, doncs ens determinara en gran mesura tot el que
anirem presentant a continuaci6. Si ara avaluem el hamiltonia del sistema, el
podem reescriure facilment de la seglient manera:

ﬁ:

%hw (aat +ata) = %hw (a'a+1+a'a) = hw (afa + ;)

que si ara definim 1’operador nimero N com N = a'a, podem reescriure el
hamiltonia com

H = hw (N + ;) (6.8)

L’operador numero és un operador hermitic i, per tant, diagonalitzable. Si ara
estudiem les relacions de commutacié que presenta amb els operadors de creacid

i anihilacié, tindrem:

- [N,d] =4 (6.10)
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Observant I’equacio (6.8), tenim que 'espectre i els vectors propis del hamiltonia
vindran determinats pels valors i vectors propis de N. Aixi doncs tindrem que
per A € R i que compleixi (A |A\) # 0:

PVEDIPY
Si ara apliquem ’operador d’anihilacié sobre |\):
N @) = Nap) = (aV —a) [N = (A= 1)ald) = (A= 1) @|\)

és a dir, que a|\) és propi de N amb valor propi A — 1, tal que a |IA) < JA=1) 1

amb norma positiva:

0 < JaNF=((\]ah) (an) = (atalr) =
= ANN=XA|N=A>0
>0

Al tenir que tots els valors propis han de ser necessariament positius, tenint que

R A =0 — Vector nul
alx) =
A#0 — Vector no nul

Logicament, podem anar aplicant ’'operador d’anihilacié varies vegades i generar
[A—1),]A—2), |\ —3)...; perd per consisténcia A ha de ser un nimero natural i
ho veiem per reducci6 a I’absurd: Si ’espectre fos continu, per un valor de A € R
donat, aplicant successivament 'operador G sobre 'estat |A\) arribariem a estats
que serien propis de N amb valor propi negatiu, amb el qué contradiu que A > 0.
Aquesta contradiccio, la podem salvar definint a A com un nimero sencer, ja
que en arribar a l’estat |0}, la segiient aplicaci6 de I'operador de anihilacié déna
automaticament el vector nul 0 i a partir d’aquest no podem generar estats
amb A < 0. D’aquesta manera ’aplicaci6 amb ’operador d’anihilacié vindra
determinada per

Q) = ald=1) ; A#£0

i per tant, com A € N:

A=1) ; A>1
A Rl (6.11)
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Anem a avaluar ara quin és I'efecte amb 'operador de creacio:
N (') = (a'W +af) 1) = A+ 1)al |y

és a dir, que af |\) és propi de N amb valor propi A+ 1, tal que af[\) oc [A + 1)

i amb norma:

a7 = Alata+ 110 = AN +1a) = (A+1) (A |A)

Aleshores, I’espectre del hamiltonia vindra definit totalment amb é i af, repre-
sentant tots els possibles nivells (valors propis), sempre i quan el sistema no
sigui degenerat. Els valors propis possibles de 'operador N hem vist que sén
els nimeros naturals amb el zero (o els enters positius) N =0,1,2,3,.... Ara,
canviarem la notacid, tal que assignarem A = n als valors i vectors propis, te-
nint de la mateixa manera que n = 0,1,2,3,...,00 1 (n [n') = d,, 1 per tant

I’operador ntimero i el hamiltonid del sistema, ens vindran determinats per:

N|n) = n|n) (6.12)
1 n) = he <n + ;) In) (6.13)

Si ara treballem amb els operadors de creacio i destruccio, pel primer tenim que
a'|n) o< [n + 1) i la seva norma sera ||af [n) ||2 = (n +1). Aleshores, relacionant

ambdues expressions tenim:

I
In+1) = ——==a'In)
o bé )
n) = —= (af)"|0) (6.14)

Si ara realitzessim el mateix desenvolupament per l'operador d’anihilaci6, ob-

tindrem:

Es facil veure que quan apliquem els operadors de creacié i de destruccié sobre

els estats |n) obtenim:

alln) =vn+1|n+1) (6.15)

aln) =+/nin—1) (6.16)
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respectivament.

Tornant a l’expressio (6.14), observem que hem aplicat 'operador sobre I'estat
fonamental (o |0)), doncs aquest no estd degenerat i per tant, podem generar
tots els vectors propis de N aplicant successivament a sobre I’estat fonamental
tenint una base completa {|n)} ~,. Els estats que defineixen aquesta base i
que tenen un nimero d’excitacions ben definit s’anomenen ESTATS DE FOCK.
Més endavant veurem que aquests estats i el mateix formulisme d’a’s i a'’s,
s’utilitzen en la segona quatitzacié per descriure estats amb un nombre finit de
particules'. D’aquesta manera i amb aquest sentit, sovint ens referirem a 1’estat

fonamental com «el buity.

Abans de canviar de seccid, és convenient presentar la forma matricial dels
operadors niimero, creacié i destruccié. Per 'operador nimero en la seva base

propia {|n)}, la seva forma és absolutament trivial, doncs ve donada per

0 0 0 0 0
0 1 0 0 0
. 0 0 2 0 0
N=10 0o o 3 0 (6.17)
0 0 0 0
amb els estats propis:
0 0
0 1 0
|O> = 0 ) |1> = 0 ) ‘2> = 1 )

Per presentar els elements de matriu dels operadors de creaci6 i anihilacié, hem

de realitzar els brakets segiients:
(n'lan) =vn+1(n |n+1) = vVn+ 16, nt1
(n'lalny =+vnn' In—1) = V/ndp n_1

1Les excitacions de I’oscil-lador harmonic es poden entendre com bosons
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i, per tant, la seva representacié matricial en la base de Fock sera

0 0 0 0
VI 0 0 0 0
0 V2 0 0 0
0 0 0 0
0 vI 0 0 0
0 0 V2 o0 0
0 0 0 3 0
@=lo0 0 0 0 0 (6.19)
0 0 0 0

6.2 Funcions d’ona dels estats de Fock

Ara voldriem retrobar les solucions de 'oscil-lador harmonic pero utilitzant una
forma de resoluci6 algebraica. Aixi doncs, primer de tot hauriem de trobar la

representacié de posicions dels estats estacionaris [n): ¢, (z) = (z |n).

Com hem vist unes lines més amunt, si coneixem la funcié d’ona d’un estat
estacionari, podem determinar la resta aplicant-li els operadors de creaci6 i ani-

hilacié. Partirem de ’estat fonamental (n = 0) que compleix la segiient equacié

lineal:
al0)y=0
i@ = ——— (mwi + ip)
V2hmw

que en representacioé de posicions tenim que

(2]@10) = ——— (mws + 5L (@ 0) =0
(st 1

i per tant:

mw dx
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Si resolem aquesta equacié diferencial ordinaria, ens adonem que sera proporci-

onal a una gaussiana:

mw .2

po(x) = Ne 2=

tal que la constant de proporcionalitat N es pot determinar facilment jugant
amb la definicié d’una gaussiana i per regles de derivacid, de manera que final-

ment N = (%)1/4 i la nostra funci6é d’ona al buit sera

mw)1/4 C1mw. 2

po(z) = (ﬁ ez’ (6.20)

Si ara recordem l’expressio (6.14), podem construir qualsevol estat estacionari

de la manera segiient

1 mw h d "
(z |n) = pn(z) = ﬁ <2h$ Y. 2mwdx> ®o(n)

doncs si maquillem una mica ’expressio, treient factors comuns i fent servir les
definicions dels polinomis d’Hermite (4.61) i (4.62) i la Taula 4.1.:

o) = =t (1[5 ) (o

i introduint I’equacié (6.20) obtenim:

mw\ 7+ 1 mw 1lme,?
on(x) = (ﬁ) men (‘/hm> e 2" (6.21)

Ara seria interessant avaluar quins son els valors esperats dels operadors de la

posicié i moment fent servir les expressions (6.5) i (6.6):

(@), = (2 1n) =[5 [ (nlan) + (nlaf n) | =0
(B), = (nlpln) = iy " { ]t [n) — (nlan) | = 0

=0 =0
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Si ara avaluem 2, tenim:?

(&%), = (n2’n)= % (n|@ + aat +afa +W|n> -

= L<n|aeﬁ+eﬁa|n>: 5 (nl (N+1)+N|n>=

mw

2mw
h “ h

Els operadors que tenim al quadrat al desenvolupar I'operador posicié no con-
tribueixen, doncs el producte escalar donaria zero en ambdés casos i només

tindrem contribuci6é dels termes creuats, sempre i quan

(n|a* (a)' |n) #0

siinoméssik=1.

Finalment com (z), = 0, tenim que

<(A:E)2>n — (#%), = Mot

T 2mw

Ara, per avaluar p? necessitem el teorema del virial, que ens diu que si tenim un
potencial V(z) o 2", el podem relacionar amb ’energia cinética de la segiient

manera.:

2(Ty =n(V)

Aleshores, en el cas d’'un potencial harmonic n = 2, per tant

(1) ={V)
Per tant:
52
1 h
<gnz" = imw2 (&%) = % 2n+1) =
1
= (p*), = thm (2n+1) = whm (TH— 2)

Aleshores, al saber les indeterminacions <(A:1§)2> = <562>n i <(A]§)2> =
(p?), , podem veure que compleixen la relacié d’indeterminacié de Heisenberg:
1 h

AZAp=h ~)>=

TAD (n+ 2) Z 5

on observem que si n = 0 saturem Heisenberg.

2Fem servir I’equaci6 (6.7) i que aaf =afa+1=N+1
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6.2.1 Funcions d’ona de ’oscil-lador harmonic amb a i af

A continuaci6 presentarem una solucié alternativa de la funcié d’ona determina-
da en ’expressio (6.21) en funcié dels operadors de creaci6 i anihilacié, d’aquesta
manera presentarem una connexié entre la Mecanica ondulatoria i la Mecanica

matricial.

Per comengar redefinim les expressions (6.5) i (6.6) com

(dT + a)

=
|

Sl

L
V2

tal que & = @/% és la longitud caracteristica del oscil-lador harmonic.

p=—i (a—a)

N

Aixi doncs, podem presentar la primera solucié alternativa de la funcié d’o-

na com

nH, 1 (§'z) + %Hn (¢7'2) = &xH, (') (6.22)

Ara, de la mateixa manera que hem fet amb els operadors de posicié i moment,

redefinirem els operadors de creacié i anihilacié de manera que

amb ( = /%7 w.

Treballant amb 'estat fonamental tenim ’equacié diferencial (py + dd% =

20() = (1)/

i resolent-la:
T

que si introduim el Jacobia per canviar de ¢ a z retrobem ’expressio (6.20).

Si ara volem determinar la funcié d’ona en el primer excitat, simplement 1i

hem d’aplicar operador de creacié: afpy = @1, per tant

w0 (3) (o)
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sireescrivimgfd%comed%:(er%de%:df\/ﬁd%:

/4 1/4
1 d _¢ 1 ¢2
= — — 27 T2 = - 2 2
w0=-(3) V= (7) v
Pel segon excitat la nostra funcié d’ona sera

_ &TSﬁl (€)

En general podem relacionar la funci6 d’ona n-éssima amb la fonamental amb

la seglient expressio:

(@)’
en (Q) = T 0 (©) (6.23)

i per determinar el polinomi d’Hermite, sera tan facil com definir 4,, =

a partir de l’expressio (6.23) determinem la relacio

en (€) = Anpo (¢) Hy (C) (6.24)

6.3 Estats coherents

Ja haviem parlat d’estats semi-classics o coherents en la seccié de 1’oscil-lador
harmonic unidimensional i en aquest estat les particules es comporten d’una
manera similar a la d’un oscil-lador classic. A més a més aquests estats son
els que descriuen la llum d’un laser i sén importants en el camp de I’Optica

Quantica.

Si tenim una funcié d’ona en estat fonamental centrada a ’origen tal que

mw\ 74 _1me 2
x)=|— e 2 hn ¥
Yo(z) ( = )
Aleshores, un estat coherent és agafar aquesta funcié d’ona en estat fonamental
i desplagar-la de manera que quedi centrada a xg:

mw>1/4 1w
e 2

ba(@) = o (x — x0) = (H 2 (v—w0)? (6.25)
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Aquest estat coherent no és propi del hamiltonid de 'oscil-lador harmonic i,
per tant, evolucionard en el temps tal que si presentem la seva descomposicid

espectral com

Ya(z) = Z cnPn(T)
n=0

i la seva evoluci6é temporal com
oo
Yal@,t) =Y cnthp(x)e @1
n=0

on es pot observar que (x(t)) = xg cos (wt) tenint que al realitzar 'evolucié tem-
poral, podrem separar-lo obtenint oscil-lacions i recuperant 1’oscil-lador classic.

Per tant, el nostre objectiu és determinar els coeficients ¢, i per fer-ho apli-

quem l'operador de anihilacié sobre 1’estat coherent:

R mw h d
wolw) = |5 () Vel =
[mw /mw\ /4 h mw 1 mw 2
— == _ _ —57(1'—450) —
ZH(FM) [x mwh(x To)| € "
[mw
= Thxowa@)

és a dir, si definim o = /5o, el que tenim és

ila) = ala) (6.26)

Hem de tenir en compte que "'operador d’anihilacié no és un operador hermitic
i no ha de perqueé tenir valors propis reals, sin6 que també hi ha la possibilitat
de que a € C. En el cas de ser real desplacem la funci6 variant la posici6 i al
deixar-la anar, oscil-la; pero si aquesta és real el que desplacem és el moment
(li donem un cop a la particula variant la seva velocitat). D’aquesta manera

aquest estat en la base de {|n)} tindra la forma segiient:

ja) = ealn)

que aplicat sobre 'estat de destruccio:

ala) :&chm):ch\/ﬁm—l) = Zcmﬂx/m—i—l\m)

m=0
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Aleshores, amb aquests canvis d’index els coeficients presentats ens vindran

definits per

C = ———=C
m—+1 /7m+ il n

Per tant, el nostre estat ens quedara

Z\/*m

exceptuant el terme de la normalitzacio, el qual el podem determinar imposant

que (o |o) = 1. Si el determinem:

|C¥| 2 ‘ |2 _ la|?
= o =1= = 2
(a |a) = [N]? nEO o =|N|"e IN|=e
on, finalment obtenim ’expressio:
a2 o= o™
a)=-e 2 n 6.27
) > i (6.27)

i aquesta és equivalent a ’equaci6 (6.26).
Aixi doncs, a partir d’aquesta expressi6, podem determinar per exemple el ni-
mero mitja de fotons fent el braket: (a| N |o) = (a]ata|a) = |of*. A més amés,

aixi com per l'oscil-lador harmonic els valors mitjos de la posici6é i el moment
eren nuls, aquest no ho serd, doncs estard desplacat en un o en I’altre. Es a dir,

sia € R:
() = (al@|a)=(af a+a Ia \/7<| ala) + (alal o) =

- \/%(a+a*):2Re(a)\/%=Re(a)\/%:a\/%

isi a € C, de la mateixa manera que hem fet per la posicio:

@) = f(olpla) = Im (o) Vhmw = po
tal que aquest valor de pg correspon al cop que li donem.

Si ara relacionem |n) i |0) a partir de 'equaci6 (6.14), tenim
n

Y

S
o
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la) =e™ 2 e |0) (6.28)

Podem veure facilment que e=® % |0) = |0) fent una simple expansié en Taylor
de ’exponencial

*\2
efa*d =1—a*a+ (0[2)

i com que @™ |0) = 0 per n # 0 ja ho tenim demostrat.

a2 — ...

Una altra manera de justificar-ho és aplicant 'operador anihilacio i fent ser-
- at
. ~ AT AT ~ P A"‘ d aa
oa p— aa aa J— oa €
vir que ae** = e™** + [a, e } = e + o

sera:

ot .
= ae®® , doncs el que tindrem

dla) = e Faed" |0y = e~ (aea&*+ead*)|o>=a|a>

i també ho podem pensar amb una propietat dels operadors que ens diu que
si tenim un operador A, tal que Ala;) = a; |a;), aleshores e |a;) = e% |a;) i

podem expressar (6.28) de la manera segiient:

Ara, necessitem introduir una propietat molt interessant dels operadors, la qual
s’aplica a dos operadors que commuten tal que el seu commutador ve descrit
per H/l, B} ,fl] = HA,E] ,B} = 0 i que s’anomena la féormula de BAKER-
CAMPBELL-HAUSDORFF:

eAtB = om3[ABlA B (6.29)

on prendrem A=aa'i B=—a*a. Siara utilitzem Pexpressio (6.7) i com per

. 2 .
definicié a-a* = ||, tenim que

* A

[a*a,aal] = la|?
Aleshores, finalment obtenim:

at—a*a
10)

la) = e

on definim 'OPERADOR DESPLAGAMENT D («) com:

D(a) = e*d —a@ (6.30)
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i el qual és unitari, doncs és I’exponencial d’un operador antihermitic® i per

tant

D' (a) = D(-a)
D(a)D (o) = 1

Per altra banda si o = a3 + iag, tal que oy = Re(a) i as = Im(a), com
ja hem vist una mica més amunt, en termes dels operadors & i p, I’operador

desplagament s’escriu com

. xgh—po?
_;®0P—Po

D(a)=e z (6.31)
on els valors esperats de 'operador posicié i del moment sén, com ja hem vist:

2h
o = a1y —
mw

po = asV2hmw

respectivament.

A primera vista, la descripcié que ens dona el resultat de 'operador despla-
cament no ens diu res, perd a continuacié observarem que el que ens realitza és
una traslacié en l’estat.

Suposem que tenim un estat centrat a zero tal que
9) = [ wia)lz)da
aleshores, la seva traslacié ens ve descrita per*
[Vsz) = /w(w) |z 4 dx) dax = /1/1 (x — dz) |z) dx

Si ara desenvolupem per Taylor aquesta funcié d’ona:

Vs (z) = (x — dx) = () + ' (x)dx + O ((693)2)

3Que compleix que Al = —Ai per tant, si tenim U=cees compleix Ut = U‘l; que és

una condicié necessaria i suficient per a ser un operador unitari.
4Vegeu secci6 4.1.1.1 per a refrescar els conceptes de traslacions.
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Per tant, podem expressar aquest estat com
d oz .
Vs (x) = (I[ + 6xdx> Y(x) = <H — zhp> P(x)
o expressat en notacié de Dirac:

se) = (I—422p) |)
[nsz) = (L—14%2p)"  [4)

Si ara suposem que dx = 72, tindrem que
Ty \" _;z0P
o) = (T—i22p) " | = e )

D’aquesta manera, veiem que l'operador desplacament ens presentard trasla-
cions quan el tractem amb 'operador del moment. En concret, tenim que el
generador de traslacions ens vindra descrit per xzgp i el generador de cops ens
vindra descrit per pgz; tal que podem tenir un o l'altre o una combinacié d’amb-
dos generadors. A més a més, aquests operadors no commuten i per (6.29) tenim

que (6.31) ens queda com

_iZoPQ ;PQ%T _ TP
’D(a):e 2 h ' h e 'Th

Aixi doncs, com un exemple més, si li donem un cop a una funcié d’ona (li
donem moment) generarem una oscil-lacio, de manera que e* = 1 (z). Si ara li

apliquem un estat coherent, ens quedara:

(@ ) = (2] D(a) [0) = e 8" (] "% e~ [gg) =

Ya ()

w2
_;T0Po ;PQ® —e—2g)

1
MW\ T 20 (o
= e 2n ' h ¢O (1' — xo) — (7) e2h (2z zo)e 102
™

on hem utilitzat lexpressio (6.25) i la funcié d’ona en l'estat fonamental de

l’oscil-lador harmonic.

Ara, abans d’estudiar la dinamica del sistema, avaluarem que els estats co-
herents no sén ortogonals i presentarem el hamiltonia del sistema juntament

amb els operadors de creaci6 i anihilacié associats.

Per determinar la no ortogonalitat, considerem dos estats coherents « i 3, ales-
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hores el producte dels dos operadors desplacament associats sera:

(aB™—a"p)

D(a)D(ﬁ) _ ea(ﬂ_a*aeﬂm_ﬁ*& —e 7 D (a + ,3)
per tant, si fem el braket entre els dos estats coherents:

(@lB) = (0D (a)D(8)|0) = (0] D (=) D (B)]0) =
(cas” +o"5) (o 4a’s) ool

= e 2 {(0|D(B-a)0)y=e

i per determinar I’amplitud de probabilitat, és tant facil com
2 _ _ 2
[ |8)]" = e71Pe

i, per tant, els estats coherents només soén aproximadament ortogonals si |5 — «| >
1.

6.3.1 Dinamica dels estats coherents

Per estudiar la dinamica dels estats coherents, simplement realitzem 1’evolucid

temporal d’aquests mateixos i al ser propis del hamiltonia tenim que:

T |n)

|a) = 6_# i a—ne_i

- >
i com l'energia és E,, = hw (n + %) tindrem finalment
o~ (™"

__—lal?/a_—wt/s
Q) =€ e
o) >

n=0

[ny = e 3t |a(t)) (6.32)

amb a(t) = ae”

Aleshores, «(t) anira girant, tal que el valor mig de I'operador niimero® vin-

dra determinat per:
(V) =(alafala) = o’
(o7

5Com a nota, podem afegir que la probabilitat de determinar I’estat |n) quan tenim Pestat
|a), ens ve descrit per la distribucié de Poisson:

2
e—lal? o™ — (V) (nN)™

n! n!

Pa(n) = [(n |o)|* =
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amb |o|? constant.

D’aquesta manera, els valors mitjos de la posicié i del moment en 1’evolucid

temporal vindran descrits per:

(r), = ( T;l;;) Re [a(t)] = xo cos (wt) + % sin (wt) (6.33)
(p), = ( 2mhw> Im [a(t)] = pg cos (wt) — mwzg sin (wt) (6.34)

respectivament.

D’aquesta manera, quan (z), = 0, I’energia cinética serd maximai quan (p), = 0,
serd maxima l’energia potencial; aleshores, les incerteses Az i Ap seran inva-
riants en el temps i iguals a les corresponents en ’estat fonamental. Aixo ens
indica que ens succeird el mateix que varem veure en la mecanica ondulatoria,
que no ens podrem apropar mai al punt, sempre tindrem una tace a causa de la
teoria quantica, la qual ens determina la probabilitat d’estar en un punt (den-
sitat de probabilitat).

6.4 Estats de minima indeterminacid

Els estats de minima indeterminacié sén els que obtenim saturant les indeter-

minacions del moment i les posicions, és a dir, saturant Heisenberg tal que
—h

AxAp = 3.

Si ara definim

bxr = &—(x)
op = p—(p)
que per definici6 d’indeterminacié observem que Az? = <(5az)2> i Ap? =

<(5p)2>. Aixi doncs, aquestes indeterminacions han de complir el principi d’in-

determinacié de Heisenberg, comprovem-ho:

(W 12} (U () > (0 [ =
[l dasp |2 X [(wl [52. 6] 10

(Az)* (Ap)®

-

De fet aqui ja ho hem determinat, perd tenim que aquest resultat és només un
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cas particular. Avaluem les desigualtats una a una i imposem que es compleixi

la igualtat, doncs ens interesa que la indeterminacié sigui minima:

e La desigualtat @ correspon a una desigualtat de Schwarz. Aleshores, per
a que sigui una igualtat, ha de complir que |¢;) sigui paral-lel a |¢,), és a
dir, que

oplep) = Aow|¢)

‘wp> =A |1/Jz> g ~ N
(1] op = X* (Y[ 6z

e Per altra banda, en la desigualtat @ hem de desenvolupar el braket pre-

sentat, doncs si ho fem, ens presenta una part real i una part imaginaria:

2

ol 8ol = |3 61 {550} 1)+ 3 0l [5.5] 1)

Observem que el primer sumant correspon a un claudator de Poisson (her-
mitic) i a la part real, mentre que el segon és un imaginari pur (antiher-

mitic). Com la part real ha de ser zero, tenim que

(6] {8, 6y ) = (4] b + i ) = (A -+ X°) (] (8) 1) = 0

i per a qué aixo sigui correcte s’ha de complir que A = —\*, per tant, A

és un nombre imaginari pur.

Per tant,
N L A P S I N PR
wlgsnlin]| = |5 wl [56]16)] =[5 wilensllo)
i aqui ja ho tenim si recordem ’expressi6 (6.2).
Si ara imposem les condicions d’igualtat presentades 5})|1/)> = )\(SEL"LD) ila

Re (A) = 0, que ens desfan les desigualtats, juntament amb les definicions dels

operadors S i (5}3; obtenim ’equacié diferencial segiient:

(-itg - ) vio)
. —ma%w(x) = Y@ + A (@ (@) ()

Az — () ¥(z) =

i per tant
dy(x)

@)

= (p)dz+ \(z — (z))dx
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Si ara integrem aquesta equaci6 diferencial obtenim:

dw 90)

22
/[ Y+ A (z — ))}dm:>—ihln(w(x)):x<p>+)\(?—)\m<x))+IC

amb K com una constant d’integracio.

Com A = ia, amb a € R | obtenim finalment

(@—(xN? . a(p)

Y(x)=Ce 2 €' h (6.35)

i observem que totes les funcions d’ona que compleixen que saturen Heisenberg,

sOn gaussianes tenint que a = ﬁ.

Si ara tornem als estats coherents, aquests séon un cas particular d’aquests

estats o paquets, tenint que donat un estat de ¥(x), ens quedard desplagat

una distancia |a|?, tal que |of® = (z*+p?), amb & = Rela] = &/2Z i
p=Ima]=p \/2;%, com a variables adimensionals.

Per altra banda, els estats coherents |a) amb « € C s6n una base «sobre-

completay, doncs tenim més estats dels que necessitem al tenir (o’ |a) # 0. Per

— = [laal

Per demostrar aixo, ho realitzarem sobre la base de Fock (6.27) utilitzant que
a = |a| e’ i per tant d’a = |a|d|a| de, per tant:

tant:

%) 27
1 1 g n m X
2l elata= 25 [ajal [ agemtof jog 1B ot )
] 0
un cop integrem, ei(n=m) — 975 1 G 2 0 si i només si n = m. Per tant:
|2’I’L 1

ZQW/L“ a2 lal” = Z‘n | =1

E a2+
]

oo — . . .
doncs 27” fo d|afelo és una integral gaussiana que pren el valor de 1.
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6.5 Manipulaci6 del buit. Estats espremuts («Sque-

ezed states»)

Podem manipular els estats d’una gaussiana (un oscil-lador harmonic) desplagant-
la (coherent), comprimint-la o eixamplant-la («espremuty). D’aquesta forma,
necessitarem determinar uns nous estats de creacio i destruccié que ens definei-
xin el sistema a partir de les dues regles basiques: El commutador d’aquests és
igual a la unitat i 'operador de destruccid actuant sobre el buit del sistema sera

tgual a zero.

Avaluem primer de tot els operadors de creaci6 i anihilacié d’un estat coherent.
Per fer-ho, recapitulem a l’expressié (6.26) tenim (¢ — «) |o) = 01 és equivalent
a un operador d’anihilaci6 desplacat. Aixi doncs, podem definir b= (a—a)i
d’aquesta manera, Z)|0¢> = 0, amb b com un operador d’anihilaci6 sobre I'estat

a. Es a dir, el que tenim en relacié de commutacio és:
[6,01] = [a - a,at — "] = [a.a] =1

Per tant, estat zero d’un operador desplacat b (el buit); el podem definir com
a = 0q, tal que 3|0a) = 0. Les combinacions dels estats lineals no han de ser
lineals, doncs si no ho sén tindrem estats descoherents (squeezed), havent de
definir altres estats d’anihilacié i creacié tal i com veurem unes linies més avall.
Hem vist que els estats coherents no sén més que estats de creaci6 i anihilacio

del buit, o estat fonamental del buit de les a’s i a'’s desplacades.

Aleshores, si avaluem el hamiltonia d’un estat coherent, ens vindra determi-

nat per

2 1 2
H = 2pim + EmWQ (.’17—1‘0)2

1 1
= om + Emw2m2 + §mw2x% — mw?zor

i si el reescrivim, el hamiltonia del sistema ens quedara reduit a

2
1
H:p——i—fmw2

2 —
o T3 x® — Fyx (6.36)

D’aquesta manera, el fonamental d’aquest oscil-lador harmonic desplacat sera
|0n) 1 els estats excitats els podem anar descrivint tal que |1,),/24),/30)-.- 0 en

general:

ny
na) = <f/% 10a) (6.37)
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que es presenta de la mateixa manera que (6.14).

Ara podem avaluar que succeeix quan refredem un estat de ’oscil-lador har-
monic (arribar al fonamental) i el manipulem. Si per exemple el fem més estret,
el que farem és augmentar la freqiiéncia.

Si ho fem, considerarem que el nostre hamiltonid a ¢ < 0 sera:

tenint un estat fonamental |0) (a) amb unes indeterminacions en la posicié i el

Ar = /QL
MaWa

Ap _ / hm;wa

moment:

si ara a t = 0, la freqiiéncia del sistema varia, el nou hamiltonia sera:

2
D 1
Hy, = 3t §mbw§x2

ara, amb un nou estat fonamental [0) ) i amb unes indeterminacions en la

posicié i el moment:

Ar = mpwp h = h
MaWq 2mpwyp 2mpwy
_ MaWq rmpwy — hmpwy
Ap= \ mews V 2 ¢ Vv 2

Aleshores, en el moment de realitzar el canvi, I’'operador de posicié i de moment

no es veu modificat i només sén diferents els operadors de creacié i descrtuccio

[ h [ h PN
AT ~ _ T
2mawq (a +a) V 2mpws (b +b)
hmqw hmypwp /- .
N a%a (At A\ bWh o
D =iy/ 5 (a a) —\/72 (b b)

Per tant, relacionant les igualtats, podem determinar els operadors de creaci6 i

del nostre sistema:

z

destrucci6 de a i de b:

S
il

+

S

|

[

2
~/~
fwp bl
el

+
S
N—

Q>

= bceosh (v) 4 bf sinh ()

) ; ) (6.38)
a—al =e (b - bT) at = bsinh (v) + b' cosh (v)

En aquest cas, si volguéssim canviar la parametritzacio del sistema (expressar

els operadors del sistema b en funcié dels de a), només hauriem de canviar el
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signe del parametre v, és a dir:

b= acosh(y) — alsinh (v) (6.39)
bt = —asinh (v) 4 af cosh (7) '

Aleshores, les expressions (6.39) (6.40) son les transformacions d’estats que es-
tan desplagats, les quals anomenem transformacions de BoGcoLiuBov. En
sumari, hem vist que si modifiquem les freqiiéncies de w, — wyp, tal que wp > wg;
tindrem un oscil-lador harmonic amb diferent freqiiéncia angular i més energétic
(interaccié energética més gran) i, a partir de les transformades de Bogoliubov,
podem relacionar bibl amb aial , que tenen les mateixes transformades que
les de Lorentz® i ens fan passar d’un buit a un altre (d’un estat fonamental de

freqiiéncia w, a un de freqiiéncia wp o al revés).

Avaluem ara D'estat fonamental a ¢t = 0. Aquest estat ens vindra determinat

per @|0),) = 0, on si utilitzem les transformades de (6.39):

(3 cosh (v) + b sinh ('y)) 0) (o) =0

Per tant, ens interesa determinar l’estat fonamental del sistema a en funcio
d’una funcié que depén dels operadors de creacié i destruccié de b i del seu buit

corresponent, és a dir:
‘0>(a) =g (b» bT) |O>(b)

en aquest cas tenim una soluci6 tnica i, com l'estat fonamental de (a) és sime-
tric, quan canviem de v a —-, al ser parell, serd una variant del fonamental,
presentant un conjunt de solucions parell. Aixi doncs, podem proposar una

solucié de estil:
_ btiT _ pt)?
0) @y = Ny /PP 10} ) = NSO 0y, (6.40)
que en el conjunt de solucions parell:
~ ~ . _ It 2
N, {bcosh () + bl sinh (’y)} e~ FN (") 0}y =0

si avaluem els termes sumants, com ja sabem de (6.11), I;|O>(b) = 0[0) i

utilitzant relacions de commutacio, tindrem:

cosh (7) {57671‘(7)({,#)2} + bf sinh (v) (1)’ 10)py = 0

6En les notes de «Mecanica Classica» es poden consultar les transformades de Lorentz en
la part corresponent a la Relativitat especial.
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Veiem ara com actua el commutador. Fent servir la propietat que[B, [4, B]] =
0, és facil veure que [A, f (B)] = [4,B] f'(B). Si ara ho apliquem al nostre

commutador:
[57 efm)(iﬁf} _ [57 ET} 21 f () o~ (1)
per tant, el nostre estat sera:

(=2 (7) cosh (3) +sinh (7)) b= /@) o), =0

~ > 2
Observant aquesta expressid, ens adonem que be=FO(EY) # 0, doncs 'opera-
dor de creacio6 del sistema b no complira (6.11), doncs el que fara sera pujar al
segiient nivell d’energia. Per tant, per a qué es compleixi la igualtat, el primer

terme del producte ha de ser zero:

—2f () cosh () +sinh (y) =0

Aillant la nostra funcié obtenim:

Sl 8) = 5 tanh (7) (6.41)

f

Introduint (6.42) a la nostra proposta de soluci6 (6.41); obtindrem:

0)(q) = Ae™ = tanb()(2)" o) (6.42)

(b)

Ara el pas més intuitiu seria normalitzar ’estat per a determinar la nostra
constant de normalitzacié. Si ho féssim, ens estariem endinsant en un cami
bastant complicat del qué podem esquivar-lo d’una forma més elegant. El primer
que hem de fer és avaluar la projeccié del buit del sistema a amb el del b:

_lian pt)?
® (0 |0>(a) =N () ®) (0l e 3 tanh(7) (b') |0>(a)

No sabem com actua per la dreta, perd al saber que (0| @' = 0, podem avaluar-ho

per lesquerra expandint ’exponencial en Taylor:

A\ 2
) (010) ) = N () @y 01+ (B1) "+ 10},
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Avaluant per ’esquerra, observem que només ens sobreviu el terme de la iden-

titat, doncs la resta de termes seran zero. Aixi doncs:

@ (0 ‘0>(a) =N(7)

Recuperant les funcions d’ona’, podem determinar la nostra constant de nor-

malitzacio:
+oo .
b a
w00, = [ (@) o @
—00
1 1 +OO
(mb;;b> /4 (mb;‘)b) /4 / e—%h(7rwab+mawb)x2dx
T T

que resolent la integral gaussiana:

— /2
1 meaWq mpp k

mpwy MeWq

on si recordem la definicié del nostre parametre v i per la formula de Euler, ho

podem reescriure com:

N 1 e 1
_ (L ev+ev> - 6.44
0= (3l +e) e (6.44)
Finalment, el nostre estat (6.41) sera:
1 —~1 tanh(y)(5")? _
10) ) = me 2 10) ) = 104) (6.45)
tal que aquest estat complira:
(13 cosh (7) 4 b' sinh (’y)) |0,) =0 (6.46)

Aleshores, aquest estat ’anomenarem com estat «espremut» o squeezed state.
Sense entrar en la demostracio, de la mateixa forma que en els estats coherents
teniem l’operador desplagament (6.30) aqui podem definir un operador unitari

S (v), anomenat operador de squeezing, tal que:

10,) = 8 ()]0) = e~ 2((@=aD) |0, (6.47)

7Capitols 4 1 5.
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on observem que el terme de ’exponencial és antihermitic. Per altra banda,

hem presentat els operadors de creacio i destruccioé que actuen sobre el buit |0;).

A continuaci6, avaluarem els limits del parametre 7. Observem que quan aquest
tendeix cap a zero, el sistema es retrobara amb un estat de buit semblant al dels
estats coherents o de Fock, recuperant la linealitat en el sistema. Aixi doncs,

els casos que ens interessa és quan tendeix a £oo.

e Limit v — oco. Per definici6 tindrem que Az — 0, per tant, tindrem una

delta en aquesta situacid, tenint quelcom per estil de:

T

10,) oc ™29 [0) ~ |z = 0) ~ & (z)

Si avaluem a l'expressio (6.46), quan v — oo, tindrem que cosh (y) =~

sinh (7) ~ Ze7, per tant, Pequacio (6.46) tendeix a
(@+4a")0,) =0=2|0y00) =0

per lexpressio (6.5).

e Limit v — —oo. Si avaluem a l'expressié (6.46), quan v — —oo, tindrem

que cosh () ~ %e*V i sinh (vy) ~ —%e*”/, per tant, tendira a

(@—a")10,) = 0= pl0y_co) = 0= [0_ce) x [p = 0)

per l'expressio (6.6).

Aquests limits ens donen informacioé sobre el «sorolly del sistema espremut,

doncs si reduim Az, ens augmentard Ap i viceversa al llarg de la seva evolucio.

Per tant, si representem en el nostre espai de fases els valors esperats de la
posicié i el moment per un estat coherent i un d’espremut «squeezing», obser-
varem que el primer serd una <«tacay» a causa de les incerteses que anird rotant
a velocitat wt amb un cercle de radi constant, mantenint la seva relacié de Hei-

senberg constant (Figura 6.1. pagina segiient).

Per contra, en un estat espremut, les indeterminacions, com hem dit, aniran
fluctuant al llarg del temps i, per exemple, si avaluem el valor esperat de la po-
sici6 al llarg del temps, les fluctuacions seran maximes a un quart i tres quarts

del periode d’oscil-lacio (Figura 6.2.).
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/ \
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Figura 6.1: (a) Representacio en ’espai de fases de I’evolucié d’un estat coherent
amb les seves incerteses. (b) Representacio del valor esperat de la posici6 envers
el temps amb el corresponent soroll (constant al llarg del temps).

() <ﬁ> (b)

e N
/s N

/
X \T Ap

l A
\ /
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Figura 6.2: (a) Representacio en I’espai de fases de ’evolucié d’un estat espremut
amb les seves incerteses. (b) Representacio del valor esperat de la posici6 envers
el temps amb el corresponent soroll que anird modulant-se en el temps, essent
minim en els periodes i semi-periodes i maxim quan aquest és zero.



Capitol 7
Moment angular

En aquest capitol treballarem el moment angular total d’un sistema. Veurem
que aquest esta composat pel moment angular orbital i per 1’spin i és el genera-
dor de rotacions del sistema. Definirem els operadors d’escala associats i la seva
representacié matricial juntament amb una definicié més detallada del moment

angular intrinsec (spin).

El moment angular total J doncs, ens vindra definit per la suma del moment

angular orbital' L i el moment angular intrinsec o spin S

-

J=L+8§ (7.1)

Llavors el moment angular orbital i I’spin actuen sobre graus de llibertat dife-
rents i, per tant, commuten. Per fer explicit que actuen sobre espais de Hilbert

diferents, sovint s’utilitza la notacio
J=Lol+I®F§

tal i com varem veure en el segon capitol en notacié de productes tensorials, els

quals els tornarem a veure en capitols posteriors.

Per altra banda, abans d’estudiar les relacions de commutaci6, presentarem
el concepte de rotacions en Mecanica Quantica, doncs J és el generador de

rotacions.

LAquest el vam definir amb detall al Capitol 5 i, per tant, no el presentarem en aquest
capitol, doncs seria repetir conceptes.

218
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7.1 Rotacions

Les rotacions en la fisica classica® venen determinades per unes matrius (matrius
de rotacio) definides per:

U = R
tals que pertanyen al grup SO(3) i compleixen les segiients propietats:

R'R = RR' =1
det (R) = 1

3

on per exemple, la matriu de rotacié que rota al voltant de l’eix z° ens vindra

definida per:

cos(p) —sin(p) 0
R.(p)=| sin(p) cos(p) 0
0 0 1

Hem comentat que aquestes matrius formen part del grup SO(3) i per tant, ha

de complir les segiients propietats:
e Identitat: R7(0) = I3x3
e Dos elements multiplicant donen un altre element del grup: Ry R; = R3
o Inversibilitat: R~ = Rf
e Associativitat: Ry (ReR3) = (R1R2) R3

Malgrat les propietats, aquesta rotacié pertany a un grup no abelia, és a dir, les
transformacions independents i consecutives de rotacions en diferents eixos ens

presenten resultats diferents. En altres paraules, no commuten.

Si ara avaluem les rotacions quanticament, observem que

[¥) = D(R)[¢) = [¢¥)g

on D(R) és l'operador de rotacions. Presentem algunes propietats d’aquest:

e Es un operador unitari,

2Tes rotacions les vam treballar a la part de «Solid rigid i Mecanica de Fluids» de les notes
de Mecanica Classica.
3Tes matrius de rotacié al voltant dels altres eixos son les segiients:

1 0 0 cos(¢) 0 sin(¢)
Rx (0) = ( 0 cos(f) —sin(0) ) i Ry (¢) = ( 0 1 0 )
0 sin(d) cos(0) —sin(¢) 0 cos(¢)
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o Es una matriu N x N, tal que N és la dimensi6é de I’espai de Hilbert.

e D(R) compleix les mateixes propietats de grup que (R)sx3 € SO(3) :
i) D(0) = Inxn
ii) D(R1)D(R2) = D(Rs)
iii) D~1(R)D(R)

iv) D1 (D2D3) = (D1D3) D3

i ens vindra definit com

D(R) = 07 (7.2)
on podem observar que el generador de la rotacié R (0,) és
g = J, (7.3)

és a dir, el moment angular.

Aquest operador és analeg a ’'operador que genera les traslacions Up (7) = e~ hT
i Vordre de realitzar-lo és independent, doncs per I'expressié (5.12) veiem que
la relacié de commutacié entre dues components del moment és zero.

Aix0 no succeeix en les rotacions, doncs com passava classicament, importa ’or-
dre en qué es realitzen i és per aquest motiu que a continuacié presentarem les

regles de commutacio.

7.2 Relacions de commutacio 1 base del moment

angular

Podem dir que quelcom és moment angular del sistema sempre que compleixi

unes relacions de commutacié concretes.

La primera d’elles és la que ens presenta que ’ordre en qué es realitzen les

rotacions importa i ens ve representada, component a component, per:
[Jo, Jy) = iR,y [Ty, o) =ihdy; [Tz, Ju] = ik,
o de manera més general, si utilitzem el tensor de Levi-Civita:

[Jj, Jk] = i€jrihi (7.4)
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tal i com varem veure pel moment angular orbital en (5.19) i com veurem més
endavant pel moment angular intrinsec.
=JI

A més a més, aquests observables sén hermitics J, A

Y,z

Si ara definim el moment angular al quadrat com J2 = J.J = J2 + Jy2 + J2.
Si ara utilitzem el Postulat 2, en referéncia als observables hermitics, podem
determinar la relacié de commutacié de J? amb qualsevol de les components

Sk} ={z,y,-} del moment angular?:

[J_Q,Jl} :Jj[.]j,(]l}-‘r[Jj,Jl]Jj+Jk[Jk,Jl]+[Jk,Jg]Jk+0=0
S—— = —— =

—ihJ —ihJy +ihJ; ihJ;

Per tant, de forma més compacta, ho podem expressar com:
[j?ﬁf} ~0 (7.5)
observant que J? és invariant sota rotacions.

L’expressio (7.5) ens diu que existeix una base comuna entre J? i les seves
components. Per tant, per conveni, escollirem que per formar la nostra base

comuna utilitzarem el commutador {j? , Jz} = 0. Aleshores, existird una base
{‘57m>} | <B/m/ ‘Bam> = 568’5mm’ i

J?|B,my = KB |3, m)

(7.6)
J.|B,m) = hm|B,m)

amb S i m adimensionals. Aquests valors no sén del tot independents, o en altres
paraules, els valors propis de .J, no sén del tot independents de J2. Veiem-ho:

(B,m| :27;2 18,m) = (8,m| I |B,m) + (B,m| Jg |B,m) + (B,m| JZ|B,m) > h*m?

:HJ%‘B,WL>”220 >0 =m?2h2

Aleshores, obtenim que . Es a dir, que donat un §, existeixen valors

maxims i minims de m (estard acotat). Aixo serd important de cares a rea-
litzar la representacié matricial del moment angular. No obstant aixd, primer

presentarem els operadors d’escala associats al moment angular.

4Utilitzarem la propietat dels commutadors de [AB,C] = A [B,C] + [A, C] B i que obvia-
ment J, [J, J;] = 0; corresponent al darrer zero abans de la igualtat.
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7.3 Operadors d’escala

Aquests operadors ja els varem veure pel moment angular orbital i el seu signi-
ficat ve a ser el mateix. En el cas del moment angular, aquests operadors venen

definits com
Jp= Jg+iJdy

(7.7)
J_o= Jy—1iJy
tal que compleixen la relacié
Jo= ()}
i, a partir d’aquests podem redefinir les components z i y com:
Jy= L(Js+J,
2 ( + y) (7.8)
Jy= —5(p = Jy)

A més a més, els operadors d’escala sén interessants per les relacions de com-
mutacié que presenten, doncs no comparteixen base amb J,, perd si amb J2:

[, Je] = +hJe (7.9)
[Ty, J_] = 2hJ, (7.10)
[F,Ji} —0 (7.11)

Aleshores, ara ens interessaria veure com varia J; |8, m) amb i m. Farem

servir la relacié de commutacio (7.9) i avaluarem per 8 i m:
e Per 8 ho deixa tal qual i com el teniem, doncs per (7.11) 3 sera propi de
L+:
T2 T1|B,m) = T J* |B,m) = h*BJ 1 |B,m)

e Per m ens caldra pagar el peatge del commutador, doncs [J,, J.] # 0.

Anem a avaluar-lo:

(J4-Jz + 0y ) |B,m) = Ty (J + BD) [B,m) =
h(m+1) Jy|8,m)

Jz']-i- |ﬁam>

és a dir, lestat Jy |8, m) és propi de J, amb valor propi i(m+1). A
més a meés, tal i com hem definit els estats |5, m), podem concloure
que Jy |8,m) x |B,m+ 1) i, de la mateixa manera obtenim J_ |3, m) x

|8, m — 1), el qué ens indica que el valor propi de J, disminueixi una unitat
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de h. En conjunt ho podem expressar com

i ja ens preocuparem en el moment idoni de la constant de normalitzacié.

[ ens limita el valor de m a partir de la restriccié determinada anteriorment de
B2 > m?, doncs per un g fixat, hi ha un valor maxim de m,,,5¢ = j. Si apliquem
J4 a aquest estat maxim, hauria d’augmentar m en una unitat, perd com j és

el nombre maxim, limitem de manera que J |3,5) = 0.

Intentem determinar una relacié entre j i 3 :
J_Je = T2+ J) +i(Jody — Jody) = T2 + J) +i[Ja, Jy)
i per la relaci6 (7.4) tenim
J_Jy=J2+J;—hJ.=J*—J}—hJ. (7.13)
Si ara fem s de la limitacié imposada pel nombre maxim de m:

J- Ty |B.4) = 0= (] =J2~hl.)|B.j) =
0 = KB =K% = (8%~ ))

per tant:
B=j(i+1) (7.14)

De la mateixa manera tenim un minim per m que el definirem com M., = k,

tal que com abans limitarem fent J_ |5, k) = 0 i fent us d’aquesta limitacio:
JoJ_|Bk) = K (B-K+k)=0

i per tant:
B=k(l—k) (7.15)

podent concloure que
k=—j (7.16)

tenint que —j < m < j o, en altres paraules, 25 + 1 valors de m.

Per arribar des de -j a j el que farem és aplicar 'operador J, doncs ens

anird sumant un +1 a m. Per tant, podem afirmar que M. 40 — Mmin € Z
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o, equivalentment j — (—j) = 2j, aleshores j = % ha de ser un semi-enter
(j=0,3,1,2,..) i tindrem
i=0 m=0 (7.17)
1 11
j == =—=,= 1
j=5 m=-35 (7.18)

.3 3 11
Iy MT Ty Ty

Aleshores, farem un canvi de notacié de manera que |3, m) — |j, m), tal que els

g (7.19)

nostres operadors escala, moment angular al quadrat i component z del moment

angular ens vindran descrits per
J:I: |.77m> S8 |.77m + 1>
J2|j,m)y = h%j (5 + 1) |j,m)
']Z |.75 m> = hm |.]a m>

respectivament.

Ara és el moment de determinar la constant de proporcionalitat esmentada.
Tenim que quan apliquem J; sobre un ket |j,m) el resultat és proporcional a

|7, m + 1), de manera que si
per definici6 tenim que

C? = [Ty g, m)|I* = (j,m| JL Jy|j,m) = (x)
—

=J_

si introduim la relacio (7.13):
(¥) = B2 (j +1) = (hm)* = B*m = 1? (j (j + 1) = m (m + 1))

tal que
C=h[j(G+1)—m(m+1)]" (7.20)

i per assegurar-nos de que és correcta i consistent, es pot veure que per m = j

s’obté C = 0. Analogament es realitzaria la deduccié per a J_, obtenint que:

T ljsm) =h/j (+1) —m(m+1)|j,m+1) (7.21)

J_lj,m) =m/j(G+1) —m(m—1)[j,m—1) (7.22)
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7.4 Representacié matricial

A continuacié presentarem la representacié matricial dels operadors moment
angular en la base |j, m) que acabem de definir. Treballarem els quatre opera-

dors del moment angular .J,, Jx i J2, doncs soén els que ens seran de més utilitat.

L’operador J, actua de la manera segiient:
(" T |jsm) = 6551 Om ms i

Per tant la seva forma matricial serd

(7.23)

o O O o o o
S O O o N O
|
N|—=

o O O
e}

on podem veure 3 sub-matrius en la diagonal que corresponen a j = 0; j =

3 =1L
Si ara realitzem el mateix per 'operador Ji, tenim que actua com:

Ghm [T ) = BG4 1) = m (m 1)) 6 0 mea

Aleshores, per J,:

0 0 0
0 0 1
0 0 0 .
0 v2 0 -
0 0 Vv2 0
. . . 0 0 0
Je=nm| . . . . ) ) (7.24)
0 0 V4 0
0 0 0 3
0 0 0 0
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iper J_:
0 0 0
0 0 0
0O 1 0 -+ o0 ..
0 0 0
V2 0 0
L0 V20 e e e
J_=n| . . . . ) ) (7.25)
A : : 0 0 0 0o -
V3 0 0 0
0 4 0
0 0 V3 0

on també podem veure que tenim sub-matrius corresponents a j =0,3,1,3 -

Si ara prosseguim amb .J2, aquest operador actua en la base estudiada com:
<j,7m/| J2 |.7a m> = 5j,j’6m,m/h2j (] + 1)

Aleshores, la matriu que representa aquest operador serd una matriu diagonal
que no dependra del valor de m que escollim i sera:

0

O kw

[

= 9 0 . ... (7.26)

7.5 Moment angular intrinsec: L’spin

L’spin ens ve definit pel moment angular intrinsec de la particula. Aquest ens

ve definit pels operadors en els tres eixos cartesians com

S = {stys} (7.27)
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i segueix les regles de commutacié segiients:
{S*f} ~0 (7.28)

(35, 84] = inejua S (7.29)

Per tant, podem definir una base {|s,m)}, de la mateixa manera que hem vist
a la secci6 anterior tal que s és un semi-enter. Aixi doncs, trivialment obtenim

que els operadors spins® ens vindran definits per

S%|s,m) = h%s (s +1)|s,m) (7.30)
S, |s,m) = hm|s,m) (7.31)
Sils,m)=hys(s+1)—m(m=+1)|s,m=*1) (7.32)

Aleshores, direm que una particula té spin S quan el valor de S2 estigui fixat a
h2s (s +1). Aixi doncs, es complira que 52 [¢)) = 7 |1)) per a tots els estats de la
particula. La component z de I’spin ens serd suficient per etiquetar els estats.
A continuaci6, treballarem amb alguns dels primers valors de I’spin; abans pero,
presentem el cas trivial de ’abséncia de moment angular intrinsec (S = 0) on

Pestat pertanyent a un espai d’una dimensio seria |0, 0).

7.5.1 Spin /2

Per s = % el nostre espai de Hilbert vindra determinat pels estats segilients:

{‘;;> ;,_;>}={¢>,|¢>}={< é)(?)}

Aleshores, podem construir S;, Sy, i S, amb aquests estats, doncs sén propis

dels operadors. Si comencem per S,:

h h A{ 1 O h

5Definim de la mateixa manera que en el moment angular, ’operador spin al quadrat com
a2 2 2 2
55 =8 +S5,+52
i els operadors d’escala associats amb I’spin com

sizsziisy@{s’” ,
Sy =

(S+ + S,)
(S+ —5-)

[SIEN NI
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Per altra banda, els operadors escala actuaran com:

0 1
S+|¢>:h|T>—>S+=h<O 0)

0 0
S I =hll) —S_=h =5
10
que ens diuen que si tenim un estat que «punxa avally ens la fara <«punxar

amunt» (S1) o al revés (S_). Per tant, si construim els operadors de z i y a
partir dels operadors d’escala, obtenim:

S, =

N |

w++&4=2<2

0 —i\ &
i o0 ) 2%

on observem que recuperem les matrius de Pauli definides a (3.21). Aquestes,

Sy = (54 —5-)=

1
2

Gnicament per s = § es compleix que

i a més a més, les regles de commutaci6 segiients:
[O'j,dk] = QiEjlil (733)

{oj,0;} = 26,1 (7.34)
Ara el que podem avaluar és la component de I’spin en una direccié qualsevol

7. Aquesta, ens ve descrita per:

h cos(0) e ¥ sin () ) (7.35)

Sp=m9 ==
2 ( esin(0)  —cos(6)

Observem que (7.35) = (3.22) i per tant els valors propis seran els mateixos que

vam trobar per aquell cas:
4). = cos (§) et/
" sin (§) e**/>
(

o). = sin g) e~i9/2
o — cos (g) ei?/?
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i els valors esperats de les matrius de Pauli ens vindran determinats per:

(0z) =n, = sin(f)cos(p)
(oy) =ny = sin(f)sin(y)
(6.) =n, = cos(h)

i avaluant aquests valors esperats podrem determinar facilment la direcci6 7.
De fet, les matrius de Pauli les podem interpretar com una rotacio6 al voltant de

0, tal que per (7.2):

05 i05n 0 0
D(R) =Uz (0) = e = 6_9T = cos (2> I — io7sin <2>
i en general, ens generen una rotacié de 7 al voltant de 7:

o

Il
S
3
Il
~.
>,
s
A

Aquest cas ens coincideix en experiment del Stern-Gerlach perqué els electrons

son particules d’spin %

Podem expressar qualsevol operador hermitic (observable) A com a combinacié
lineal de matrius de Pauli i la identitat com A = 13", d;0; on oo = L.

Notant que tr(o;,0;) = 20;; veiem que els coecients reals venen donats per
d; = tr(Ao;). Encara resulta més 1til reescriure’l com A = 3 (dol + o) on
a=\/B+d3+diiq= m. Aixi doncs qualsevol operador hermitic es
essencialment una matriu de Pauli en alguna direccié concreta. Si per exemple
H = hA és el hamiltonia d’un sistema, tindrem que la evolucié temporal la
podem interpretar com una rotacio al llarg del eix 7 que acabem de definir:

. H . _.dg, _aop
Ut:€ (L uuAt:e 12156 12t

Per acabar, notem que aquestes relacions tan utils entre els estats [¢) i els vectors
a la esfera unitat 7 (sovint anomenada esfera de Bloch®), i entre les operacions
unitaries (grup SU(2)) i les rotacions (grup SO(3)) sén valides més enlla de
particules de spin-1/2, és a dir, les podem fer servir per qualsevol sistema de

dos nivells (anomenat qubit -quantum bit- al camp de la informacio quantica).

6T.a qual hem vist al capitol -
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7.5.2 Spin1l

Els estats propis de S, per a spin 1 (S = 1) seran {|1,+1),|1,0),|1,—1)} que
corresponen a la base en qué es troba. D’aquesta manera, I’operador S, ens ve

descrit matricialment com

1 0 O
S;=h| 0 0 O (7.36)
00 -1
i amb estats propis
0 0
).=1 0 ];00,=[1];1-).=]0 (7.37)
0 0

Si ara treballem amb els operadors escala, sabent que si li apliquem (s’,m’| a
(7.32) obtindrem (Si), . = hy/s (s + 1) —m (m £ 1)8m m/41; de manera que

aquests operadors ens vindran descrits de forma matricial com:

01 0
S,=v2h| 0 0 1 (7.38)
00 0
00 0
S =v2h| 1 0 0 |=5% (7.39)
01 0

i, a més a més, podem construir les dues coordenades que ens falten a partir

d’aquests dos darrers:
Per S, tenim:

10
0 1 (7.40)
10

amb estats propis

1
1 vz 1 !
[+ =1L+, = 75 1 ; 0), =11,0), = =5 0 ;
1
V2

(7.41)

Sk Lk
N—
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iper Sy:
) 0 — 0
S, = —t(sp—sy="l i 0 (7.42)
¥y 9 + -) = \ﬁ 1 : 1 .
1 0
i amb estats propis
1 1
V2 1 va
=2 @ |+ Oy=25( 0] Py=7] - (7.43)

Si ara avaluem la component de 'operador moment angular intrinsec en una
direccidé 7 genérica, aquest operador ens vindra determinat per

cos (0) %ef“" sin (0) 0
Si=Sii=h| Jse*sin(0) 0 Jze ¥ sin (0) (7.44)
0 %ew sin (0) —cos (0)

i els seus estats propis seran:

1 (14 cos(9)) e

1(1—cos(f)) e
=) = — 5 sin (0) | (7.45)

V2
0),; = cos (0)
% sin (0) '
«
Considerem ara un estat arbitrari |¢) = B | tal que a, B,y € C. Aquests
Y

tres parametres ens presenten un total de sis graus de llibertat, pero el sistema
en total en té quatre, doncs se li ha de restar el factor de normalitzaci6 i la fase
global. Aixi doncs, per exemple en el cas de |+) tenim només dos parametres
i, en aquest cas, no és cert que per a tot estat |¢) 37 tal que Si |¢) = h|p). Per
tant, els estats en una direccié determinada sén estats de dos parametres i per

tant, no és cert que per a tot estat poguem orientar-lo a un estat propi.
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A més a més, com es pot veure en aquest cas’ S%k’l # 1, pero per altra banda
[52,5%] = [S%,S7] = [S7,52] =01, amés amés, [S% Sjri] = 0; aleshores
la base {|1,m)} és propia també de S, S, S7. Aixo el que ens vol dir és que
existeix una base comuna {‘”k>}i:1 i obtindrem el valor propi A2 i 0, amb A?
doblement degenerat, doncs I’estat 11i-1 al quadrat s6n el mateix. Per tant, hem
de realitzar altres preguntes per poder definir una base completa en el nostre
espai de Hilbert.

Primer de tot, sabem que per a tot estat |¢): S?|¢) = h%s(s+1) i com s
= 1 es complira

52 ‘Uk> = (Si + Ss + Sg) |’Uk> = 2h? |Uk>

Aleshores, la suma dels estats de S? |vx) ens han de donar 2% i per altra banda,
només un S? ens donard zero; per tant, amb dues preguntes ja en tindrem

suficient. Aixi doncs, les tres possibilitats serien les segiients:

SZlvi) = h*|v1) | SZlva) = R?lug) | SZlus) = O]vs)
Si |’U1> = B2 ‘1}1> ; S; ‘1}2> =0 |’U2> ; SS |’U3> = K |113>
S2lv) = Ofvy) S2|vg) = h*|va) | SZ|us) = B2 |us)

doncs commuten, tenen valors propis 11 0 i la suma d’aquests ens déna 2h2.

Aleshores, |v1) ha de ser una combinacié lineal dels valors propis de S2 i el
S2|v1) = 0|v1), per tant, només pot ser el valor propi 0 en S, tenint que

|0), = |v1) |, doncs només hi ha un estat amb valor propi zero. Amb les altres

combinacions tindrem que | [0), = [vs) |i[|0), = [v2) |i per tant

0 1 Sl

V2 V2

|O>z = 1 ) ‘0>x = 0 ) ‘0>y = 0
0 1 1

V2 V2

i com esperavem, s6n ortogonals entre si tenint:

|¢> = Z o7 |Uz‘>

7Com sempre considerem {j, k,1} = {z,v, 2}
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: 3
7.5.3 Spin §
A continuaci6 avaluarem molt per sobre el cas de I’spin %, doncs és anar segiiint
els mateixos passos. Aleshores, com sempre, la matriu S, és la més facil de

determinar sabent que

S, §,m> = hm‘g,m>
i, per tant:
50 0 0
0oL o0 o0
S, = o (7.46)
00 -3 0
00 0 -3
Si ara observem la matriu J, veiem que:
0 V3 0 0
0 0 2 0
Sy =h (7.47)
0 0 0 V3
0 0 0 O
i
0 0 0 O
30 0 O
S_=h V3 (7.48)
0 2 0 0
0 0 V3 0
i a partir d’aquestes dues matrius, podem construir S, i Sy:
0 V3 0 0
h 3 0 2 0
Sy == V3 (7.49)
20 0 2 0 V3
0 0 V3 0
i
0 —iv3 0 0
h 31 0 —2i 0
S, = Vi , b (7.50)
2 0 2i 0 —iVv3

0 W3 0

D’aquesta manera, podriem anar determinant els diferents operadors amb la
seva forma matricial per un valor d’spin s determinat, perd no ens endinsa-
rem més, doncs seria molt repetitiu i els valors superiors als estudiats son (de

moment) poc comuns.
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Part V

Funcions d’ona de varies

components
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En aquesta cinquena part de les notes, estudiarem les funcions d’ona i els
sistemes de varies components, on presentarem primerament les funcions d’ona
spinorials, descrivint-les a partir del valor del seu spin s i jugant amb la preséncia
de camps magnétics sobre el sistema. Dins de les funcions d’ona spinorials,
treballarem amb els estats atomics i amb ’adicié de moment angular, on en
els darrers definirem els coeficients de Clebsch-Gordan. En el segon capitol
d’aquesta part, avaluarem els sistemes compostos, presentant les pautes i les
caracteristiques per diferenciar les particules distingibles de les indistingibles,
definint els bosons i els fermions i presentant el concepte de «photon bounchingy
o la caixa unidimensional amb diverses particules a l’interior. Per finalitzar
amb la part de funcions d’ona i sistemes de varies variables, presentarem les
desigualtats de Bell.



Capitol 8
Funcions d’ona spinorials

En aquest capitol estudiarem les funcions d’ona spinorials o de varies compo-
nents, comencant primer amb ’estudi del cas més senzill (el d’'una component)
per estudiar a continuaci6 el de dues components, juntament amb els seus valors
esperats, els estats atomics i una introduccié de ’addicié de moment angular.
Ens caldrad tenir present les sumes i els productes tensorials presentats en el
Capitol 2 de les notes.

8.1 Una component s = 0

Com a primer cas a tractar, tenim el cas més trivial d’'una sola component,

corresponent a s = 0. Aleshores, en aquest cas el nostre estat vindra donat per

[9) = [¥)esp |s = 0,m = 0)

on el primer ket fa referéncia a la component espacial i la segona a ’espin, que
en aquest cas és zero i és 'inic possible; doncs per aquest motiu es diu que

només té una component.

Abans d’avaluar el cas de dues components, presentem alguns exemples d’estats

amb spin zero:

e Ona plana:

238
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e L’electré d’un atom d’hidrogen’:

¢ (1) = Rt (r) Y™ (0, ¢)

8.2 Dues components: s =1/2

Els estats de dues components venen determinats per kets que pertanyen a un
espai el qual és el producte tensorial entre dos espais de Hilbert. Aixi doncs, el
nostre estat ens vindra determinat pel producte tensorial entre ’espai correspo-
nent a la component espacial i a ’espai corresponent a la component de ’spin,
tal que:

) = Hesp @ Hs:% (8.1)

i la base d’aquest espai ens vindra donada per

{lz); ).} = {lo) @ [£).} = {l, £2)}

i com z € (—o0,400) formara una base continua de dimensié infinita.

Avaluem quina forma tindra el nostre estat:
) = /dfﬂ (4 (@) [2) |4), + - (2) |2) [-),) =
- [ ( o ) ) = [ arlla)le)
tal que () és la funcié d’ona spinorial.

Si definim [¢p1.) = [*°_ 1)+ (2) |z), podem escriure el nostre estat com

V) = 194) [+, + [¥-) =), (8.2)

Notem que |¢4) i [¢)_) no han de perqué ser ortogonals. L’tnica relaci6 entre

aquests estats ens la determina la condicié de normalitzaci6. Aleshores, sabent

1Com bé hem comentat en altres casos, sabem que I’spin de ’electré no és zero sind %7
perd en aquest cas s’ignora I’spin com bé veurem més endavant.
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que el bra te la forma

W = @4 (], + (-1 (=,

i que {(£]_} si que és una base ortonormal, trobem?:

6 16) = (s [04) (0 ) = [ (104 @ + 10— @) do =1

Aleshores, de la mateixa manera podem fer el solapament entre dos estats ar-

bitraris:

(@ 1¥)

(sl (L, + (0o (=1.) () |4, + [9_) ). =
(B 162 (4 1)), + (05 o) (Ld=rTTF
(6— |w+>W+O (60— [o-) (= |-)), =

[ or@usaids+ [ 6 @ (o)iz =
[ @it

+

o si ho presentem en tres dimensions:

6 ) = / & (7) 0 (7) dr (8.3)

Si mesurem & i S'Zg, la probabilitat de trobar la particula en una posici6 z amb

un spin =+ sera:

Pr(z,+) = |(z,+ ) =[] (£],) [¥)]* =
= [z [Yg) (+ ) + (@ o) (— |-)P =
= [pr(@)

2Quan tenim dos vectors |w) i |w’) i volem fer el braket entre aquests dos, hem de tenir en
compte com actuen entre ells. Si aquests vectors son de la forma:

[w) = |u) |v)
w') = [u') [v') = (w'| = (u'| (|
tal que u,u’ € H1 i v,v" € Ha, llavors:
(w' [w) = (W[ (v']) [u) [v) = (" |u) (" |v)

i per tant, cada vector «es parla» amb el vector que pertany al seu mateix espai.
3Recordem que aquests dos operadors commuten, equacio (7.28).
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Si ara ens interessa avaluar el valor del seu spin:

Pr (%) :/Pr (z,+) dm:/|¢i(gc)|2d;y

i es compleix que

Pr(+)+Pr(-) = 1= / o @) + 6 (@) 2 dz =

[ # @i =1

i hem de tenir en compte que 1+ no estan normalitzats, perd per altra banda

¥ () si que ho esta.

Per a determinar el valor de I’spin, ho podriem haver fet amb altres varia-
bles com per exemple el moment lineal, és a dir, en canvi d’integrar sobre totes

les z, integrem sobre totes les p = hk:

Pr(x) = /Pr (k,+)dk

Si ara el que volem avaluar és la probabilitat de trobar una particula en una

posicio, aleshores:
Pr(z) = Pr(z,+) + Pr(z,-) = [+ (2)]" + |4 ()’

i s’ha de complir que
/Pr(m)dw =1

A més a més, es compleix que si avaluem la probabilitat de trobar-nos en una

posicié z a qualsevol direccid, aquesta sera la mateixa:

Pr(z) = Pr(z,7) + Pr(z,—)
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8.3 Valors esperats d’un observable d’spin

A continuaci6, avaluarem els valors esperats pels observables relacionats amb
I'spin. Si definim la matriu d’spin K en la base {|+),|—)}, tenim que

k k
K 1 ki (8.4)
k21 k22
amb ki1 = (+[ K [+); k12 = (+| K |=); ka1 = (= K [+); koo = (=] K |-).

Aleshores, el valor esperat d’aquesta matriu sera?:

ki = (9| KCP™ ) = (9|10 K |¢) =
= (@4l (H[+ (o[ (=) T® K) (Ip4) [+) + [¢-) |-)) =
= (o4 [94) (H| K |+) + <¢+ o) (+ K |-) +
+ (- 1o+) <—\K|+> — lo- ><—\K|—>

- / 42! () Kiy by (@ / 5 (@) K(x

o en tres dimensions:

(6] K |6) = / & (7)- K (P dr (8.5)

Si ara per exemple avaluem el valor esperat de I’spin a ’eix z:

[otrs.omar = [ me(; " >¢<F>d3r=

5 [ (lo2@F ~1o-@F) d¥r = 5 (Pri+) = Pr (=)

(6152 19)

gracies a les relacions de probabilitat que hem vist una mica més amunt.

Yy ()

()
babilitat de mesurar I’spin en l'eix z (0,) i obtenir +1. Si fem (+ [¢), =

Un altre exemple seria si ens donen (z) = ( , determinar la pro-

() () ).+ 19-) 1=)2) = log) (44 ) 4H-) (2 =), = 75 (W) + =) €

Hesp®. Perd aixo no és el que voliem.

40n utilitzem que I = [ dz |z) (x|
5En la darrera igualtat hem utilitzat que

1

(+l, = 7 («

+, +(=12)
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Per a determinar aquesta probabilitat hem de fer Pr(4), = [[(+ [)]1? i dels

postulats sabem que si A = > a;P;, tenim:

Pr(a;) = tr () (V] P)

Aixi doncs, estat post-mesura amb el qué obtenim a; ens vindra determinat

per Hgmiu on hem utilitzat projectors.

Per tant, si continuem en el nostre cas de o,:

Oz = P+1 - Pfl = |+>x <+|:1: - |_>z <_‘z
amb P, = (12)2< 1 ) ( 11 ):é( 1 1 ) Aleshores:
1 [ 11
Pr4), = Poaly) ) = & [ <x>< L )W)

Per altra banda, no sempre és possible parlar de ’estat d’spin independentment
de la posicio, doncs existeix un estat |¢) tal que |[¢) # |¢) ‘.S_">, com per exemple:

|¥) )T+ Y1)

R T T
V2 Vo

on tindrem que I’spin i la posici6é estan entrellacats.

Aixi doncs, en general, cada sistema anird al seu aire dins el seu espai, perd
de vegades ens trobarem amb sistemes entrellacats. Veiem alguns exemples i

estudiem D’evolucié d’aquests estats spinorials sota diferents hamiltonians:

1. Particula lliure d’spin !/2:

El hamiltonia d’aquesta particula ens vindra determinat per:

2
H= g1
2m

i els estats propis tindran la forma:

) = 9} | §) = Ip) (a 1) + B14))
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o de la mateixa manera

1 izz a
Iw(0)>=me <ﬁ>

Si realitzem l’evolucié temporal d’aquest estat, obtindrem:

_ b e [

2. Particula d’spin /2 en un camp magnétic uniforme B:

El hamiltonia de la particula ens vindra determinat per

2
H:L,ﬁB
2m

.
Si considerem que el camp magneétic va en la direccié de leix z: B =

0
0 |, el hamiltonia ens vindra determinat per:
1
h2
H=-—V’®I+IQws,
2m
definint w = <&,

Observem que les dues parts commuten, tenint la part cinética i la part

d’spin. Per tant, podrem estudiar els sistemes per separat.

Si estudiem els estats estacionaris, tindrem que aquests vindran deter-

minats per:
W) = |p) [£).
amb valors propis
p> | h
Ey(p) = om T3¢

Si ara estudiem la seva evolucid, a I'instant ¢t = 0:

COS 9 e*i%
|\P<o>>:¢12?e“’rf< sla) >:p>|ﬁ>

que serd propi del moment lineal perd no d’una direcci6é arbitraria 7. Per
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tant, per ser propi del sistema i evolucionar® haurem d’afegir una fase
2
lineal (wt) i una global (e”zfnht>:

_ 1 —igpt bz [ COS (g) e—i(5+wt) B
|\I/(t)> = \/72?6 mh'e < sin (g) ei(ngwt) = |¢(t)> |n(t))

3. Particula d’spin /2 en un camp magnétic no uniforme:
Considerem ara que el camp magnétic no és uniforme i malgrat segueixi

punxant en la direcci6 z, depengui dela variable z:

—

B=(By+az)Z

Considerem que la particula I’avaluem des d’un punt A fins a un B, sepa-

rats a una distancia d i on el camp magnétic de B s’intensifica respecte al

AMVW

d

Aleshores, el nostre estat en cada punt sera

22

|¢A> - ei(mjd,)2 = <¢A |¢B> ~0

lpB) ~ e i

A més a més, per simplificar el problema, negligirem el terme cinétic i
només ens fixarem amb el camp magnétic. Per tant, el hamiltonia del

sistema ens vindra determinat per:

b= _/da:é(xm __ /da:B(x) @) (] ® o = —/dxw(x) @) (] ® S.

Aleshores, w(z) = = B(z) només es «parlara» amb les posicions i S, amb

6Si apliquem ’operador d’evolucié sobre aquests estats:
CH . p2 .
e oy ) = | (8701 ) | 5

i ho podem fer perqué commuta.
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I’spin. Aixi doncs el hamiltonia quedara:

H= —/de(x) |x) (x| ® %az = _/dxm;(x) |2) (x| @ o,

Si avaluem els estats propis del sistema, al ser ja diagonal tindrem que

|#) = |2} | %),

amb valors propis

Eyi(x) = :I:gw(x)

Per altra banda, si el camp varia poc en x + o,, tindrem que l’espai de
Hilbert amb quatre estats(|¢4) |+);|¢p) |£)) son estacionaris i ens pre-

sentaran quatre autovalors: Ej = :t%o.},q i Bf = :I:%wB.

A continuaci6 estudiarem la dinamica del sistema. Si per concretar, rea-
litzem el cas particular de que en el punt A tenim un camp magnétic de
B(xz) = By ien el punt B, B(z) = 2By; tindrem que ws = w i wp = 2w.
D’aquesta manera, tindrem els quatre valors propis segiients Ef = j:%w
i E:E = +hw i, aleshores:

(a) Si tenim Destat

6(0)) = (I9a) + |¢8)) [4).

i la seva evolucié temporal vindra determinada per:

6(1)) = (75" o) + e |op)) [+), = |2(1)) [+,

que com podem observar la part de la posicié i la de I’spin s6n sepa-

rables.

(b) Si tenim D’estat

b
V2

i la seva evolucié temporal vindra determinada per:

1(0)) (I94) +168)) [+).

60 = 5 (775 16a) 1), + e 16a) 1), + e ) [4), + € [95) |-).)

Aquesta expressio en general no sera de la forma |®(t)) |7(¢)) (és a
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dir, d’spin separable); perd podem agafar un exemple de temps concret,

tal que si t* = I, tindrem que I’evolucié temporal se’ns transformara com

5 (64 (=i [4), +1-)) + [65) (= 14), = -).)) =
1

- % (@@a) =), = l0B) [ +),)

Observem que com 1’spin no és separable, no podem determinar amb

|6(8))

probabilitat 1 ’estat de la particula, doncs el sistema esta entrellagat: P,z =
% per a tot 7. Per tant, tindrem ENTRELLAGAMENT: CONEIXEMENT
GLOBAL PERO IGNORANCIA LOCAL.

8.4 Estats atomics

En aquesta secci6 tornarem a recordar els estats atomics, presentats en el Capitol
51 amb els qué vam treballar I’atom d’hidrogen. Per tant, si considerem que

tenim un estat atdomic de dues components’:

o) = \/?/mo(?") ® 1) + \/;/’211(7") @)=
= \/21/1210(7’)@9 < (1) ) + \/}szn(r) ® ( (1) > =

g 1 V20010()
=Y = ﬁ( V11 (7) )

(8.6)

Aleshores, podrem determinar amb seguretat I’energia i L? doncs és propi d’a-
quests dos parametres. Pel que fa a ’energia, ens descriu un estat estacionari
de ’atom d’hidrogen i té un valor propi corresponent a n = 2 i per tant, serd
f%Ry. Pel que fa al moment angular orbital al quadrat, sera propi d’aquest
amb valor propi corresponent a [ = 1, és a dir h?l (I + 1) = 2R

Si ara avaluem la component z del moment angular total, observarem que també
és propi d’aquest:

J= ‘]7 m> = (LZ + SZ) |l’ml> |57m5> = (LZ |laml>) |57m5> + |l7ml> (Sz ‘37m5>) =

= h(ml + ms) |laml> |Sam5>

"En qué esta format per les funcions d’ona v, (1,6, ¢),
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Si considerem la primera funci6é d’ona:

myp= 0 , h
Y210 = = J.|j,m) = B}
ms= 3
i per la segona:
m;= 1 . h
o1 = = J.|j,m) = 5
my= —1

Aleshores, el nostre estat serd propi de J, amb valor propi %

Per contra, aquest estat no serd propi ni de L, ni de S,.

Finalment, podem estudiar el comportament amb el moment angular al qua-
drat. Amb aquest operador si que és propi i amb valor propi corresponent a

j=l+s=1+ % = % i per tant, el valor propi sera h2j (j + 1) = 14—5712.

En general, no és cert que el modul al quadrat del moment angular vingui
donat per la suma de la part orbital i la intrinseca. Com veurem més endavant,
en general si mesurem J? sobre una particula amb I (L?) i s (5?) ben definits,
els valors possibles donats per j = |l — s|,|l —s|+1,...1+ s.

En el cas que tractem, podem veure que j = [ + s, doncs |¥) es pot obtenir
de lestat |, m; = 1) |s,ms = 1/2), mitjancant 1’acci6 de I’operador escala, doncs
|U) o< J_ |l,m; =1)|s,ms = 1/2). Sirecordem expressié (7.13) (que ens relaci-
onava els operadors moment angular al quadrat, el producte dels d’escala i la
component z), és immediat veure que |I,m; = 1) |s, ms; = 1/2) té moment angular
maxim j = [ + s (els dos moments angulars tenen tercera component maxima,

en altres paraules, punxen amunt paral-lels).

8.5 Addici6 de moment angular

En aquesta darrera secci6 parlarem de ’addicié del moment angular. Com hem
vist en els estats atomics, tenen una base local tal que {|l,m;) |s, ms)} doncs el
moment angular ens venia descrit per ’expressio (7.1) corresponent a la suma

del moment angular orbital i I’spin. Per tant, el nostre estat ens vindra descrit

|d)> = Z Clamlvsyms

i com hem dit també, els valors que pot pendre j venen fixats pels valors de la

per:

I,my)|s, ms) (8.7)

mazx

suma de m; im%, és a dir jmae = Mmaz = m"" +m]"% =1+ s.
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Aleshores, aqui el que estem fent és construir un moment angular a partir de
la composicié de dos subsistemes amb un moment angular propi corresponent
Jp, (orbital i intrinsec) amb n = 1, 2. Aleshores, les regles de commutaci6 que

segueixen son:
[Jnja Jnk] = ihejlinl (88)

[Jm-, fﬂ =0 (8.9)

i si assumim que els dos subsistemes son independents entre ells (base local),
tindrem que:

[JljaJQk] = 07 Jak =T,Y,z

i a més a més tindrem aquestes dues regles més de commutacio:
(720 =0 [J2 7] =0 (8.10)
pero el moment angular al quadrat no commuta amb les components en addicié:

[ﬁ, Jm} £0 (8.11)

Si ara continuem amb ’estudi de (8.7), sabem que en general:

Lmy) |s,ms)

|j7 M> = Z Clymy,s,m,

i my i ms només seran diferents de zero els termes on es compleixi M = m;+ms.

Per tant, en el nostre cas tindrem:

‘jmamaM = jmimc> = |l»ml = l> |3ams = 3> = |jmhz7jmdfb> = |lvl> |S,S>

Anem a generar un nou estat amb j,,, fixada, perd tenint ara M - 1:

ljmaz, M — 1) = ch’mz,s’ms L) [s,ms) + ch,m{’s,m; |1, my) [s,m5)

on només tindrem el casdel —1=m;ims=sobém;=1imgs=s—11, per

tant:

ljmaz, M — 1) = ch7m1737ms 1,1 =1)]s,s) + ch,mus,ms 1,0 |s,s = 1)
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en altres paraules, al terme |juz, jmae) 1i hem aplicat operador J_ = L_+S_.
Si ho fem formalment, obtenim:

WiG+D) =G —Di—1) = (L-[L1)]s,s)+]L1) (S [s,s)) =
=2, j—1) = n(@|z,z—1>\s,s>+|z,z>¢%\s,s—1>)

o d’una manera més elegant seria fer |j,j — 1) = %\/ij(}_ |7,7) 1 tenint en compte

que j =1 + s:

l s
1,7 — 1) =4/ —— -1 e -1 12
Gd =) =\ s W= Dlss) 4y [ S lss =) (812

La j no la tenim fixada al ser I + s, sin6 que podra prendre valors tal que

j=|l—s|,...,l+silesM=—j,...,j].

Si ara volem avaluar el segilent, aquest no podra ser |j —1,7) doncs per de-

finicié de M i de j seria incoherent. Per tant, el segiient sera:
|] - 1a]7 1> :A‘lvlf 1> ‘S,S> +B|lal> |5757 1>

Aleshores, per a determinar aquests coeficients, partirem de que no pot haver-hi
un j’ tal que |5, j — 1), doncs I’espai de Hilbert que ens generara no és possible

o serd la mateixa que ’anterior, doncs la base sera:

{|lal - 1> |S,S>,|l,l> |Sa5 - 1>} = {|j7j - ]-> ) |,7 - 17j - 1>}

on hem utilitzat que |j,7) = |1,1) |s, s) i per tant (5,7 — 1 |j — 1) = 0. Aleshores,

han de ser ortogonals i trivialment obtenim

on podem afegir una fase global ¢!¥ (anomenada fase de Clebsch).

Finalment, podem extrapolar les deduccions per construir una base tal que:
l s
|7, M) = Z Z C(j, M,l,my, s, mg) |l,my)|s, ms) (8.13)
my=—lms=—s

on definim C = C (j, M, 1, m;, s, ms) com els COEFICIENTS DE CLEBSCH-GORDAN

i que els tractarem a continuacié.
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8.5.1 Coeficients de Clebsch-Gordan

Els coeficients de Clebsch-Gordan ens venen determinats pel braket:
(m1,my [jm)
on en el cas de moment angular orbital i spin tindrem m; = m;, mo = ms.

Per calcular aquests coeficients, hem de tenir en compte dues coses:

e Si m # my + ma, aleshores (my,ms |jm) = 0. Aixd ho podem demostrar

de la manera segiient:
(my,ma| J. — I — I |jm) =0

= (m —my —mg) (my,m2 |jm) =0

i, evidentment si m = mq +mey, llavors s’ha de complir que (my, msy |jm) =

0.
e El coeficient s’anul-lara fora del limit |j; —j2| < j < 41 + 725. Si la
demostrem:
i1+ 1) @iz +1) = dim (%1 @ 1I2) = dimn/1TI2 paimpd1 2Tl 4y dim#191 =921 =
Jj1+i2 1
= S @it =120 —d2) D+ (201 +d2) + DI (252 +1) =
Jj=li1—Jj2l 2

= (@ii+D@i2+1)

Primer de tot, sabem que hi han estats que sén equivalents en ambdues bases:
Im1 = j1,ma = j2) = |J = j1 + j2,m = m1 +ma = j1 + ja2)

i aixo és un punt de partida per calcular aquests coeficients, doncs aquest és
lestat amb el moment angular maxim, tal i com hem vist; perd també ho po-

driem haver fet partint del minim.

Per altra banda, aquests coeficients es prenen reals per convencio i formen una

matriu unitaria. Per tant:

(m1,ma [jm) = (jm |m1,ma)

8Recordem que en el nostre cas de moment angular orbital i intrinsec tenim que j; =
Iy j2=s
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Notacio ]\{[ ]\J4
my Mo
myp M2 Coeficients

Taula 8.1: Alguns coeficients de Clebsch-Gordan, seguint la notacié indicada.
S’ha de tenir en compte que les arrels quadrades s’han de tenir en compte sobre

. . - . 8
cada coeficient, doncs per exemple, quan veiem —8/15, hem de llegir —,/1%.

Aquesta Taula esta adaptada i escanejada de (C) Springer-Verlag, 2000, pagina
208

i com una matriu unitaria és ortogonal, ha de complir:
. / 12 .
§ g <m1»m2 |]m> <m1’m2 ‘Jm> = 5m1,m/15m2,m/2
7 m

o be en la base de m; 1 ma:

DO Gmmama) ('m [ma,ma) = 656

7 m

Una altra convenci6 ens indica quins d’aquests coeficients sén positius:
C(jlaj%J;jlaJ _jlv‘]) >0
és a dir, si j1 =mq i J — j1 = mo , aleshores aquest coeficient sera positiu.

Per acabar, presentem una taula amb alguns dels valors d’aquests coeficients,

tot i que es poden trobar tabulats en llibres com el Mandl o el Ballantines.
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Capitol 9
Sistemes compostos

En aquest capitol tractarem els sistemes compostos per més d’una particula tre-
ballant primerament amb una definicié conceptual de dues particules qualssevol
per després discriminar entre particules distingibles i indistingibles. Parlarem
del photon bunching (Mirall semi-transparent) i del cas de la caixa unidimensi-
onal amb varies particules i el finalitzarem presentant les desigualtats o teorema
de Bell.

Suposem que tenim un sistema amb dues particules que no interaccionen entre
elles, a les quals les anomenarem particula 1 i particula 2. Aleshores, I’es-
tat de la particula 1 ve determinat per combinacions lineals d’elements d’una
base {|a;)}propia d’un observable A i pertanyent a un espai de Hilbert #; i
per altra banda, la particula 2 tindrd un estat definit pels elements d’una ba-
se {|b;)}propia d’un observable B i pertanyent a un espai de Hilbert Ho. Per

tant, el nostre sistema vindra determinat per un estat |¢) tal que |¢)) € H1 @ Ha.

Prepararem el sistema 1 mesurant I’observable A, obtenint aq, per tant, el nos-
tre sistema 1 vindra descrit per |a;). Seguidament farem el mateix pel sistema
2, observant B i obtenint ’estat|b;). En aquest cas, el nostre sistema vindra

descrit per:

1) = la1) @ |b1) = [ax) [b1) (9.1)
D’aquesta manera, l’estat del sistema sera propi de AM):
AW ) = A@T|p) = A@Tlar) [br) = (Alar)) [b1) = a1 |ar) |br)
i també de B(®):

AW ¢y = BRI|Y) = by |ag) |br)

254
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Com hem vist en el capitol anterior, el principi de superposicié ens diu que

aquests estats poden estar entrellagats presentant-se de la forma segiient:

) = aijles) (ej] € Ha @ Hy

ij

tot 1 que no tots els estats d’aquesta forma son estats entrellagats (no separa-

bles), doncs es poden separar si existeixen [¢1) 1 |[¢)2) tal que:
) = |i1) [ha) = (Z o |€vz>> > Bjles)
i J

Per altra banda, ens caldra tenir en compte que els observables de subsistemes

diferents commuten, doncs:

AVB® — (A®)(I®B)=A®B=(I®B)(Ax]) =
— B0 — [Au),B(z)} —0

i, per tant, I’ordre de mesura és irrellevant.

9.1 Particules distingibles

Les particules distingibles, com ve diu el nom, sén aquelles que les podem dife-
renciar una de ’altra, ja sigui per les seves propietats fisiques, les seves carac-
teristiques etc. Aleshores, si tindrem dues particules definides en la base {|e;)}
i {|f:)} ila base del sistema, per I’equaci6 (9.1) ens vindra determinada pel
producte tensorial {|e;)|f;)}. Tenim diversos tipus de sistemes de particules
distingibles, on basicament els diferenciarem pel nombre de particules i per si

presenten interaccié entre elles:

1. Dues particules distingibles sense interaccio.

El hamiltonia d’aquests sistemes ens vindra determinat per

il
2m

2
H=H+H =21 4 V() +

2m +V (xQ)

i les funcions propies d’aquest seran

Ol ko (T1,T2) = Piy (21) Pry (2)
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Aleshores, el hamiltonia actuara de la segiient manera:

H ‘¢k1> |¢k2> = (Hkl |¢k1>) |¢k2> + |¢k1> (sz |¢k2>) =
= (Elﬁ + Ek2) |¢)k1> |¢k2>

i, per tant els valors propis seran Ej, i E,.

2. N-particules distingibles sense interaccio.
Ara extrapolarem el cas 1 de dues particules a un nombre N. En aquest

cas, el hamiltonid serd simplement la suma dels hamiltonians de cada

H=> H,

aquest hamiltonia perd 'hem d’entendre com H; = I®... QI Q H; @ T®
\w—/

particula, és a dir:

3

.o L
Aleshores, els vectors i valors propis seran [1) = [[; |¢x,) i E® = Zilio Ei(k)
respectivament. Aleshores, aquests vectors actuaran de la forma segiient
sobre el hamiltonia:

ﬁi |¢>k> = Ej,

3. Dues particules distingibles amb interaccié miutua.
Si dues particules distingibles interactuen, tindrem que el hamiltonia del

sistema ens vindra definit per:
H=H, +H2+V12(T1 —Tg)

on podrem discrepar una part cinética corresponent al centre de masses
i una part relativa corresponent a l’energia cinética juntament amb la

interacci6é potencial. Definint ¥ = r; — ro, m = m1 + mo i el concepte de

massa reduida p = ;2452 el hamiltonia finalment sera :
2 2
Pem | Prel
H= A
2m + 2u V)

La part del centre de masses i la part relativa commuten, doncs el centre
de masses d’aquest sistema es mou lliurement. Aquest tipus de sistema és
el que descriu ’atom d’hidrogen, on el centre de masses es troba practica-

ment al nucli, doncs la massa del proté és molt més gran que la de ’electroé.
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4. N-particules distingibles amb interaccid.
La soluci6 analitica d’aquests tipus de sistemes és molt complexa i dificil
de determinar. Per a trobar-la, s’utilitzen métodes aproximats que veurem
al capitol segiient, corresponent a la darrera part de les notes: Métodes

aproximats.

9.2 Particules indistingibles

Els sistemes amb particules indistingibles sén aquells en els qué no hi ha cap
observable que pugui distingir una particula de ’altra. Si tenim dues particules
amb estats |¢), i [¢), i li apliquem una operaci6 unitaria P tal que:

P |SD>1 |¢>2 = |¢>1 |<P>2

en qué definim P com I'operador permutacié!, tal que P2 = I, és a dir si:

i, aleshores, A\? = 1 i per tant, els seus valors propis només podran ser \; = +1.
A meés a més, sera un operador autoadjunt i, per tant, hermitic; doncs pP= PT,

cosa evident al ser unitari.

Un exemple d’aquest operador és:

o bé:

Py (7,7, 81, 82) = 1 (72, 71, 52, 51)

per tant, ens permuta totes les etiquetes del sistema.

Si ara avaluem els valors esperats dels observables, tenim que per a tot ob-

L Aquest operador és conegut com a un operador de simetria discreta. Aquests tipus de
simetria, exceptuant aquest que ja el presentem a continuacio, els estudiarem al capitol se-
giient.
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servable A i per a tot estat [¢),, es compleix?:

12 <1/}‘ A |¢>12 =12 <1/1‘ Pszpr W}>12

és a dir, els valors esperats dels observables sén invariants sota permutacions
quan les particules que avaluem sén indistingibles. Conseqiientment, el que
tenim és que PA = PPTAP = AP i, per tant, tindrem que en forma general
commuten:

{A,P} —0
aleshores podem afirmar que existeix una base comuna i per tant, qualsevol

operador A és invariant sota permutacions.

L’exemple particular per excel-léncia d’aquesta relacié de commutacié és amb
el hamiltonia:
[H, P} —0 (9.2)

Si considerem que el hamiltonid té valors propis no degenerats, les funcions
propies d’aquest seran:
H |¢>12 =F |¢>12

i per (9.2) podem fer
P12 |¢>12 =A |¢>12 ==+l |¢>12
Aleshores les funcions propies vindran determinades per:

¢ (x1,22) = +¢ (x1,22) (Solucié simeétrica) (9.3)
o (z1,22) = —¢ (21,22) (Solucié antisimétrica) '

El fet de que es compleixi ’expressio (9.2), exclou la possibilitat de, per exemple,
si A= S§2) =1I® S.i per tant, tindrem que:

PRAP, =5, 014198,

doncs ens podria distingir una particula de I'altra. En canvi, per altra banda si

que podem utilitzar com un operador valid:

20bservem que aqui loperador permutacié I’hem representat amb un subindex «12», el
qual ens indica que estem avaluant un sistema de dues particules indistingibles 1 i 2.
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si seguim amb l’exemple anterior.

Aleshores, per preparar un sistema quantic el que fem és realitzar una mesura
que ens determini (i col-lapsi) I'estat del sistema. Per altra banda, de la mateixa
manera que acabem de veure que hi ha observables que no sén valids, també
hi ha estats que no ho son, com per exemple |a1) |az), doncs no és invariant
sota permutacié i aleshores, els estats post-mesura, han de ser necessiariament

superposicions simétriques:

[0%) = = (an) foz) + faz) ) (9.4
o antisimétriques del sistema:
[67) = = (Jar) ) ~ Jaz} ax) 9.5)

V2

i si apliquem la suma o la resta en aquests estats, per exemple:

_ 2
[v ) + 7)) = [pt) = 7 |a1) |az)

i aix0 hem vist que no era valid, doncs no podem superposar particules simétri-

ques amb antisimétriques i per tant VIOLEM EL PRINICPI DE SUPERPOSICIO®.

Si ara en canvi de treballar en el cas de dues particules, considerem per exem-

ple el cas de N = 3, la caracteritzacié de les possibles simetries és molt més

3 Aixo és el que es coneix com les regles de superseleccié. Tot i no entrar en detall, la
regla de superselecci6 és conseqiiéncia directa de que 'operador caracteristic d’un sistema de
particules indistingibles és 'operador permutacio i qualsevol operador commuta amb ell. Aixo
ens fa que els estats fisics del nostre sistema tindra sempre un valor de 'operador permutacio
ben definit (£1).

Aleshores, ho podem veure amb un breu exemple on veurem que no podem estats de simetria
parcial o, en altres paraules, les interferéncies no sén observables i no contribueixen al resultat
de la mesura, tenint que sempre disposem de simetria o asimetria. Aix{ doncs, considerem un
estat format per la suma d’un estat simétric (S) i un antisimétric (A):

) = a|S) + B|A)

Per tant, el valor esperat d’un observable B qualsevol sera:

0
(I B[6) = |af? (S| B|S) + 8] (A B|A) + o” B4StBTA) + 5 ol ABTS)

Doncs com hem vist anteriorment, si (x| B |1)) = (3| PBPT |[¢), tindrem que els termes creuats:

0

(A|B|S) = (A|PBPT|S) = — (A| B|S) =0

i I"Gnic nimero igual al seu oposat és el zero. Per tant, els termes d’interferéncia no contri-
bueixen en la mesura, per tant, podem superseleccionar certes variables, e.g. la massa o la
carrega, i no cal presentar-les a l’estat. No entrarem en més detalls, perd es pot consultar en
textos relacionats amb quantica.
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complexa doncs tindrem més permutacions que ens descriuran el sistema:
P; = Pyy, Pyg, Pas, Prog, Plyg i [

que malgrat compleixin:
[A,P;] =0; Vi

no commuten entre elles:

(P, Pl #0; i #j
En aquesta situacid, no existeixen estats propis de totes les permutacions, és a,
dir

BPY) =) Vi

pero si que existeixen subespais invariants sota permutacions (§) amb estats

simétrics, antisimétrics o amb simetria parcial:

P ly)yesS

Per sort, la natura ens ha simplificat molt la feina, doncs totes les particules
indistingibles o bé tenen estats simétrics o bé antisimétrics. A més a més, al fer
evolucionar ’estat de la nostra particula, com I’evolucié d’un estat ve descrita
per la transformacié unitaria que depén d’un hamiltonid i aquest és un ope-
rador, commuta amb I’operador permutacié*, I’estat evolucionara en el temps
perd mantindra la naturalitat de simetritzacié o antisimetritzacié. Per a sinte-
titzar aquesta naturalitzacié de les particules indistingibles presentem un nou
Postulat®:

4Hem vist anteriorment que qualsevol operador commuta amb l’'operador permutacié i per
tant, ’operador és invariant sota rotacions.

5Es pot demostrar a teoria quantica de camps o teoria quantica relativista, perd no entrarem
en tants detalls.
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Suposem per exemple que tenim la segiient relacié entre les funcions d’ona de

la particula a i b: ¥, (x) = ¢¥p(x), aleshores:

Bosons: ¢ (x1,22) = g (1) s (22)

Fermions: ¢ (z1,22) = 0

El resultat obtingut pel cas dels fermions és molt important, doncs ens repre-
senta el principi d’exclusié de Pauli ja que no poden haver dos fermions en el

mateix sistema amb el mateix estat.

Un cop presentat el postulat de simetritzacié, podem expressar de forma ge-
nérica els estats per sistemes de dues particules:

Bosons: [1),, = Zij cij (|5, 7) +177))
Fermions: [¢),, = >_,; ¢ij (|4,4) — |53))
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i per sistemes de tres particules:

Bosons: |¢) = 37, ciji: (|igk) + |kig) + |jki) + |ikg) + |jik) + |kji))

Fermions: |¢) = >, ciji (|igk) + |kij) + [jki) — |ikj) — [jik) — |kji))
(9.7)

S’ha de tenir en compte que en un mateix sistema podem tenir dos bosons
idéntics en el mateix nivell energétic, perd no podem tenir dos fermions, doncs
han de tenir un spin diferent; és a dir, si tenen spin 1/2 poden haver-hi com a
maxim dos, un amb +1/2 i un amb —1/2. Aleshores, podem expressar l’estat

més general corresponent a un nombre N de bosons o a fermions com:

Bosons: |¢) = ik Cijk D_ijk Sigk |17k)

(9.8)
Fermions: [¢) =} . Cijk Dy €ijk [i7K)

on el tensor ;1 és el tensor de Levi-Civita, que ja ens ha aparegut al llarg de
les notes i el tensor ;5 és el tensor de permutacions simétriques, de tal forma
que malgrat que permutem una component del nostre estat, el valor resultant

segueix sent posiutiu, és a dir ;5 = €, = +1.

9.3 Mirall semi-transparent: Apilonament de fo-

tons

Un experiment important per tractar de quin tipus de particules tenim és el
del mirall semi-transparent (Representat a la Figura 9.1) al qué li enviem dues

particules.

A |a)
Mirall
[01) 7
A 1)
/ |b2)

Figura 9.1: Incidéncia de dues particules a un mirall semi-transparent on aques-
tes poden passar a través o reflexar-se.



CAPITOL 9. SISTEMES COMPOSTOS 263

Aleshores, els estats resultants que tenim després de fer ’experiment son els

segiients:

(ila) +10))

=y

-
I

lis

6a) = S5 (la)+i)

on l'estat |a) ens indica que V’estat va cap amunt i |b) que va cap a la dreta i
la fase 7 és la conseqiient a reflectir-se. Aquesta fase és essencial, perqué com
inicialment tenim |¢1) L |¢2), és la que ens fa que ’é1> 1 ‘q~52>

Si els enviem alhora, tenim dos casos a tractar:

1. Cas particules distingibles: |¢1) [¢2) = 3 (i]a) |a) + |b) |a) — |a) |b) + 4 |b) [b))

2. Cas particules indistingibles: ¢ = % |p1) |a) £ % |2) 1)
En aquest cas hem de considerar particules simétriques i antisimétriques

tal i com hem vist a la seccié anterior:

Bosons: 1, — %i(|a> la) + [5) [B)
Fermions: ¢ = 1 (|b) |a)y — |a) |b))

V2

on observem que els bosons van junts i els fermions separats tal que si son
bosons van els dos cap el mateix costat i si sén fermions va cada un cap a

un costat.

A P’any 1987, es va realitzar un experiment® per demostrar els efectes de si-
metritzacié dels fotons i la seva indistingibilitat. Aquest mateix efecte s’ha fet
servir en implementacions de protocols en el camp de la «Informacié Quanticay
com per exemple la teleportacié per projectar (mesurar) sobre un estat singlet
de polaritzacié de dos fotons”. Si incloem els graus de llibertat de polaritzacié
en la descripcio de dalt, és facil adonar-se’'n que si es detecta un foté en cada
port de sortida, aleshores I'estat d’entrada queda projectat en 1’inic estat com-

patible amb aquest resultat, és a dir, 'estat antisimétric en polaritzacio. Es

6Realitzat per C.K. Hong, Z. Y. Ovu i L. MaNDEL «Measurement of subpicosecond time
intervals between two photons by interferences. Phys. Rev. Lett. 59, 2044 (1987)

"Realitzat per J. W. Pan, D.BoUwWMEESTER, H. WEINFURTER i A. ZEILINGER. Phys.
Rev. Lett. 80, 3891 (1998)
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evident doncs, com es tracta de bosons (funcié totalment simétrica) l'estat de
polaritzacié ha de ser necessariament antisimétric: % (|H)Y|V) —|V)|H)); on
{|H),|V)} son els dos estats de polaritzacid, horitzontal i vertical respectiva-

ment.

9.4 Caixa unidimensional amb varies particules

A la secci6 5.5. ja vam estudiar el sistema de caixa tridimensional amb una
particula. Ara ens centrarem en la caixa unidimensional la qual conté varies

particules en el seu interior.

Si tenim una particula en un pou infinit de dimensié a, ja hem vist que la

seva funcié d’ona i la seva energia vindran determinades per:

bulr) = /2sin (%2)

_ . 2m%h? 2
E, =n 75 = Kn

on K denota ’energia cinética del sistema.

Aleshores, si tenim dues particules distingibles dins de la caixa els seus estats

estacionaris vindran donats per:

2 . /1 ./
Gnin2 (T1,22) = On1 (1) Pr2 (x2) = _sin (713,"1) sin (TQM)

tenint una energia Fp1 2 = Ep1 + Ej2, doncs es compleix:

It[ |¢n1> |¢n2> = (Enl + EnZ) |¢n1> |¢n2>

Aixi doncs, si avaluem D’energia per a cada estat tindrem, en primer lloc, I’estat
fonamental a n; = ny = 1, per tant:

w2 h?

Fi1 =2 =2K
H 2ma?

Pel primer excitat, el sistema ja presenta degeneracid, doncs tenim dues combi-

nacions amb mateix valor d’energia:

n=1 ngo=2
:>E12:E21:5K
7”L1:2; ’fLQ:].
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Tot aquest raonament era valid quan teniem particules distingibles, pero si en
canvi tenim dos particules indistingibles, la nostra funcié d’ona que descriura el

sistema vindra descrita segons si les particules avaluades sén bosons o fermions.

Si treballem primerament amb bosons, la funcié d’ona vindra donada per:

1
Gnin2 (21, 22) = \ﬁ (On1 (21) Pn2 (2) + dn2 (1) Pn1 (22))

que si 'observem a l’estat fonamental sera:

011 (1, 22) = a sin (Eatl) sin (Eu)
2 a a

i pel primer excitat:

1

P12 (21, 72) = 7 (01 (71) P2 (v2) + P2 (1) ¢1 (72))

no tenint degeneracio.
Si ara treballem amb particules que son fermions, hauriem de tenir I’estat:

1
¢n1,n2 (mla $2) = ﬁ (¢n1 (xl) ¢n2 ($2) - ¢n2 (1'1) ¢n1 (xQ))

on veiem que no pot ser que n; = ny = 1, doncs siné la funcié d’ona s’anul-laria
i violaria el principi d’exclusio de Pauli. Aleshores, I'estat fonamental per a dues

particules fermioniques en principi hauria de ser:

12 (@1.2) = —= (01 (@1) 02 (2) = G (1) 1 (22)
on tampoc hi ha degeneracié.

Si us fixeu, hem estat parlant de que «hauriem de teniry i «en principi» sense
afirmar amb seguretat les funcions que presentavem, doncs en cap moment hem
tingut en compte I’spin i els fermions sempre en tenen. Aleshores, si que podem

tenir un estat fonamental fermionic amb energia F1; = 2K, corresponent a:

b1t (21, 22) = @ sin (Za1 ) sin (T2 ) (1), 115 = (1, 1))

on la part de I'spin s’anomena singlet i compleix que J?|¢p~) = 0, tenint

Vestat |j,m) = 10,0). Aquest singlet és un estat antisimétric que ens ve definit
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formalment per:

1
V2

A més a més de ser antisimétric, és invariant sota rotacions, podent-lo escriure

[¥7) =10,0) = —= (I1}) — [11)) (9.9)

com per exemple:

0,0) = —= (|=+¢) — [«—))

V2

Per altra banda, podem completar la base de I’espai de dos spins 1/2 prenent els
estats simétrics, els quals seran els corresponents a |7, m) = |1,0); |1,1); |1,—1).
Aquests estats de I’espai simétric els anomenem triplets, tenint que J = 11 ens

ve definit formalment per:

|T7T> = |171>
1, 1) — 1, -1) (9.10)
D) = 1,0) = )

Per tant, si tenim fermions (antisimeétrics) quan avaluem el singlet i el triplet:

Y (z1,22) (M) + 1)) = ¢ (z1,22) és antisimétrica
~———

Triplet (simétric)

P (xl,l‘z) W_> = (:Ul, xg) és simétrica
—~—

Singlet (antisimeétric)

A més a més, també es compleix:

(@ —m)?) = (@ =) o =Flalels) 01

on el «-» correspon als bosons i el «+» als fermions.

Es important remarcar que la funcié d’ona bosonica (singlet) sera més esta-
ble que no pas una fermiénica (triplet), doncs els bosons prefereixen estar junts,

per contra dels fermions que tendeixen a separar-se.

Tot aixd que hem realitzat fins ara ha estat per dues particules perd, que suc-

ceeira si disposem d’un sistema amb N > 27

Si treballem amb bosons, observem que totes les particules poden trobar-se en
un mateix nivell. Si per exemple volem determinar I’energia més baixa del sis-

tema, tots ells ocuparan ’estat fonamental, tal que £ = N Ey amb les funcions
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d’ona:

Y (21,22, 23,...,2N) = Yo (x1) Yo (x2) ... 1o ()

Aquest estat col-lectiu on un ntimero gran de bosons tenen la mateixa funcié

d’ona (ona de matéria) s’anomena condensat de Bose-Einstein®.

Si ara treballem amb els fermions (considerant electrons), com a molt podran
haver-hi dues particules a cada nivell, ja que malgrat tinguin la mateixa funcio
d’ona tindran un spin diferent. Per tant, si disposem de N electrons, aquests
aniran ocupant consecutivament tots els nivells energétics fins a arribar a En:%
per N parell o bé¢ £ _ vy per N imparell; anomenant-se aquest ultim nivell

ocupat com nzvell de fermsa.

Quan hem avaluat l’energia minima en el cas dels N bosons, hem vist que
creix proporcional al nimero de particules. No obstant aix0, aquesta energia

minima dels N fermions serad molt més gran que en el cas dels bosons, doncs

N/2

K

F

Eé ) = E QEHZEn(n—l—l)(TH—Q)
n=1

on per N parell veiem que creix en relacié a E ~ N3 i per N imparell s’ha de

tenir en compte que I'altim nivell no esta doblement ocupat.

9.5 Entrellagament quantic: Desigualtats de Bell

Les consegiiéncies de la superposicié quantica (una particula, quan no és ob-
servada, es troba en una superposicié de posicions i velocitats) son molt poc
comprensibles pel sentit comi que molts cientifics, com els mateixos Einstein
Schrodinger, es van oposar a aquesta idea. Aleshores, molts cientifics es van pre-
guntar si la teoria quantica podia presentar una descripcié fisica completa de la
realitat. Aixi doncs, anem a veure els dos grans punts de vista sobre aquest en-
trellacament, presentant primerament la paradoxa d’Einstein, Podolski i Rosen

i finalment presentant el teorema de Bell, considerant dues particules idéntiques

8Per assolir el nivell fonamental el que es fa és refredar el sistema utilitzant les técniques
de «FEvaporative colling». Aquesta técnica es basa en sel-leccionar les particules més lentes i
deixar escapar les més rapides - recordem que aquestes seguiran una distribucié de Maxwell-
Boltzmann, vista a les notes de Termodinamica i Mecanica estadistica. -, doncs aquestes seran
les més energétiques (calentes) i ens refredaran el sistema.
Per altra banda, no s’obté un resultat perfecte, doncs experimentalment sempre tenim in-
teraccions atomiques que modifiquen el perfil gaussid de I’estat fonamental.

9Molts conceptes explicats amb paraules han estat extrets del llibre del Dr. D. Jou: Intro-
duccion al mundo cudntico. De la danza de las particulas a las semillas de las galazias.
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que comparteixen un origen simultani, perd allunyades 'una de I’altra en I’espai.

9.5.1 Paradoxa d’Einstein, Podolski i Rosen

A1 1935, Albert Einstein, Boris Podolski i Nathan Rosen, treballen amb la idea
de demostrar la incompletitud de la Mecanica Quantica. Per fer-ho, presenten
les segiients afirmacions envers als aspectes fisics més fonamentals i que havien
sigut una base per a la teoria de la Relativitat especial d’Einstein (malgrat no

fos completa):

e LoCALITAT: Esdeveniments en regions separades (tipus espai) no poden

tenir relacié causal.

e REALITAT: Si sense pertorbar el sistema podem predir amb certesa el va-
lor d’'una certa quantitat fisica, direm que existeix un element de realitat

corresponent a aquesta quantitat.

e COMPLETITUD: Tot element de realitat ha d’estar present a la Teoria

Fisica.

Aleshores, si analitzem aquestes afirmacions, veiem que considerant les dues
particules amb posici6 i moment (x1,p1,x2,p2) en variable continua, cada una
d’elles ha de tenir simultaniament posicié i moment, doncs si no fés aixi, el fet
de mesurar proporcionaria la posici6 o moment corresponent a l’altra particula
sense importar a quina distancia es trobés, cosa que violaria el postulat 2 de la
teoria de la Relativitat d’Einstein «cap accid fisica pot anar més rapida que la
velocitat de la llumy». D’aquesta forma, podem confirmar que la teoria quantica

NO és completa.

El mateix argument va ser utilitzat per David Bohm, perd amb dues parti-
cules d’spin 1/2. Ja hem vist unes pagines més amunt, que la conservacié del
moment angular implica, en aquest cas, que si un dels electrons emesos té un
spin cap amunt, l’altre el tindra cap avall. Aixd ho podem veure matematica-
ment a partir del singlet (9.9), on J = 0, tenint que aquest és invariant sota

rotacions. Per tant, podem realitzar una rotacié que ens porti a la direcci6 n:

[97) = 55 (17 1= — |7} ) (0.12)
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Treballem amb els observables més famosos de la informacié quantica: Alice €

Bob (A i B). Si Alice mesura oy, obtindra els segiients valors:

L) Lyl = 1P
=
1 |-y | L) (- = 1P

on ho hem expressat en funcié dels projectors corresponents.

Aixi doncs, després de la mesura, si Alice obté +1 tindrem:

1
Py ®H|’¢7>AB = \ﬁ |ﬁ>A \—ﬁ>B

amb probablitat Prtt = ||[P; ® I]b~) , 5||°, tenint que

Suposem ara que Alice i Bob mesuren a o, 0 a .. Després de mesurar un d’ells,
per exemple el cas més habitual o,; Alice coneix amb certesa el resultat de la
mateixa mesura de Bob.

A més a més, com Alice i Bob estan separats, 1’elecci6 de mesura de I’Alice

no pot determinar (o influenciar) el resultat de Bob (localitat). Aleshores el
(Bob)
@

Oé-BOb)

és un element de realitat. Amb un mateix argument determinem que
també és un element de realitat.

0 i recordem les propietats de commutacié de les ma-

Si ara tornem enrere!
trius de Pauli, obsevem que com [o,,0.] # 0, no podem assignar un valor a
cadascun obtenint aixi una contradiccié. Per tant, la MECANICA QUANTICA

NO ES COMPLETA.

9.5.2 Teorema de Bell

Al 1964, dotze anys després de I'argumentacio de David Bohm, John Bell de-
mostra que la idea de localitat és falsa, presentant el seu teorema:

108ecci6 3.11.
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" No existeixz un model de variables ocultes (locals) que reprodueizi les

prediccions de la Mecanica Quantica "

Teorema de Bell (1964)

L’escenari que ens descriu Bell és el segiient: Alice i Bob es troben suficientment
separats i tots dos disposen de dos observables, Alice té els observables Agi A; i
Bob els By i By. Sobre aquests observables, podem fer dues preguntes amb dos
possibles valors, és a dir ag, a1, by, b1, on hem respectat ’observable i els seus
subindex. Una forma esquematica de veure aquest sistema la podem trobar a

la Figura 9.2.

A B

1 1
A, < By — by <
-1
1 1
A—a < B, —b, <

-1

Figura 9.2: Esquema dels observables corresponents d’Alice (A) i Bob (B), amb
els possibles valors en la mesura de cada un d’ells.

Aixi doncs, s’observa que 'obtencié de valors estan correlacionats:

Pr(ag,b1) # Pr(ag) Pr (by)

Per tant, al estar ben separats - a una distancia superior a la que pot viatjar
la llum instantaniament -, exclouem que la correlacié vingui determinada per
comunicacié (correlacions superluminiques excloses); perd deixem la opci6 de
tenir correlacions establertes a 'origen. D’aquesta manera tindrem tots els ele-
ments de realitat amb una wariable oculta local ), tal que aquesta variable
oculta sera per exemple (ag, a1, bo, b1) i serd la correlacio establerta a 'origen

que ens determinara el resultat de tot experiment futur.
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Aleshores, podem obtenir el valor segiient:
B = ag (bo +b1) + aq (bo — bl)

perd no el podem mesurar en un sol experiment. Per altra banda, el que si que

podem mesurar és el promig (B).

Quan calculem aquest promig, com ay = a; = bg = by = +1 i tots poden

prendre o 1 o - 1, es pot observar que poden passar dues coses:

1. bg = by = B = 2a9bg = £2
2. bp = —by = B =2a1byg = 12

Aleshores, sabem segur que —2 < (B) < 2 i qualsevol model de variables ocultes
locals (LHVM!!) compleix:
—2<(B)<2 (9.13)

que és la coneguda com DESIGUALTAT DE BELL.

Segons l'experiment realitzat per Bell, aquest disposa d’una distribucié de pro-

babilitat en un model de variables ocultes:

LHV M
p(az,by| A, By) = Z,O()\)p(aw|AI,)\)p(by|By,)\)
A

i totes les que siguin d’aquesta pinta compliran la desigualtat de Bell, ja que
aquesta és un cas particular de la distribucié d’aquest espai convexe.

Aleshores, ens interessa veure que aix0 no es satisfa a la Mecanica Quantica i,
per fer-ho, considerarem un singlet en qualsevol direcci6 (9.12) just al punt mig
de la distancia entre Alice i Bob. Per tant, Alice i Bob es faran les preguntes
corresponents segons els observables que tinguin (i la orientacié que agafin).

Aqui podem presentar un esquema d’un possible escenari:

H Local hidden variable model
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Bob

Bo = UﬁBD

nB, = (—-1,1)

Sl -
[8)

Ara, si volem realitzar el promig,

Z p(ao,b1) aobr = (Ao ®B1>¢,7

ao,b1

en el cas de {apby) tindrem:

(B) = {ao(bo+0b1)+ay(bg—b1)) = (AgBo) + (Ao B1) +
+ (A1Bo) — (A1B1) = (B),- =2V2>2

on observem que no compleix (9.13) o en altres paraules, no compleix la CHSH'2
per aquest estat.

Ara ens interessa fer el mateix, perd avaluat quanticament, amb 1’objectiu d’ob-
servar que també hi ha un cas que no ho compleix, tenint que la Mecanica
Quantica no és un model de variables ocultes locals. Per tant, en el mateix
escenari que abans, si mesurem tindrem:
- - 1/, o -
<w |UﬁA X 0ip |'¢' > = 35 <<n| Ofi o |n> <7n| Oip |7n> + <oﬁA>—ﬁ <UﬁB >'7i -
— (A 051 4 |=1) (~7i| 07, |7) — (—7i| 051, |7) (7] 072y | —177))

Podem observar que els dos darrers termes (els creuats) s’anul-laran entre si,
tenint doncs, que si per exemple prenem 77 = 7i4:

W |, ®@oag [v7)

I . L _
3 (Talog, |nA><7nA‘UﬁB|7nA>+<UﬁA>7ﬁA<UﬁB>ﬁA =

=1 =—7aAfip =-1 =R a7

= —7aAfiB

on observem que és general, doncs [¢)7) . V7l ja que és invariant sota rotacions.

Calculem per exemple (Ao, By) = —nznp, = —cos (2) = \}5 i és facil veu-
re que aquest resultat el comparteixen (A1, By) = (Ao, B1) = %, perd no

(A1, B1), ja que (Ay, By) = —cos (5) = —%. Si ara avaluem el promig (B) de

12 Clauser, Horn, Shimony, Holt
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la mateixa manera que abans:

4
(B) = (AoBo)+ (AoB1) + (A1 By) — (A1 By) = 7%= 2v2
on aixo és més gran que 2, amb la qual cosa hem demostrat el teorema de Bell,
el qué ens diu que no existeixen les variables ocultes locals en la Mecanica Quan-
tica.
Per tant, si tenim la llibertat d’escollir 0 o 1, la Mecanica Quantica no compleix

la propietat de localitat!®.

138°han realitzat diversos experiments per demostrar experimentalment la no localitat de
la Mecéanica Quantica. Al llibre esmentat de’n D. Jou, s’exposen qualitativament i de forma
il-lustrativa alguns dels experiments més destacats. Per altra banda, el «Bic BELL TEsT»
al ser un experiment posterior a I’edici6 del llibre no hi surt com a tal, peroé podeu trobar més
informaci6 sobre aquest a http://thebigbelltest.org.
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Part VI

Meétodes Aproximats
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En aquesta darrera part de les notes estudiarem els sistemes fisics a partir
de métodes aproximats. En primer lloc estudiarem el métode variacional, que
es basa en que el valor mig del hamiltonia sempre serd més gran que el seu
valor propi més petit, on es presentaran diverses funcions de prova per a deter-
minar la funcié d’ona que descriu el sistema que estem avaluant. Presentarem
les simetries discretes corresponents a ’operador paritat i 'operador d’inversid
temporal. Per altra banda, estudiarem la teoria de pertorbacions, primerament
independent i després depenents del temps, en el que basicament el que fem és
introduir un terme potencial que pertorba el sistema amb hamiltonia conegut.
Els ultims métodes aproximats que estudiarem de forma molt introductoria sén
Paproximaci6 adiabatica i ’aproximacio WKB (Wentzel, Kramers, Brillouin).
Aquests métodes aproximats ens serviran per a determinar hamiltonians i funci-
ons d’ona de sistemes que no sabem resoldre amb exactitud i es poden considerar
una aplicaci6 a la teoria Quantica. Es per aquest motiu que, a més a més de
I’habilitat pel calcul, caldra tenir presents les propietats dels conceptes que hem
definit préviament com les funcions d’ona vistes a la part de Mecanica Ondula-
toria o els operadors en representacié d’operadors d’escala, spin o de creacio i
destruccio, que hem vist a la Mecanica Matricial.



Capitol 10

Métode variacional

El métode aproximat de teoria més simple és el métode variacional. Aquest
métode el podem pensar com que si existeix un fonamental Ey i suposem que
Ey < E* <0, on E* és el parametre variacional. Si en aquest cas determinem
que E* < 0, aleshores existeix un estat lligat. Al cap i a la fi el métode del
variacional és calcular una cota minima que ens aproximi al resultat que volem

determinar.

Si formalitzem el métode del variacional, el teorema del variacional ens diu

el segiient:

Teorema 10.1. Teorema del Variacional: Sigui H un hamiltonia. Ales-
hores, el seu valor mig per a un estat qualsevol V¥ és sempre més gran o igual

que el valor propi més petit del hamiltonia (Fo):

<Fl>w > Ey (10.1)

Anem a demostrar aquest teorema. Com bé recordem, els vectors propis del
hamiltonid compleixen:

Aleshores, d’aquests valors propis n’hi haura un (o més d’un si hi ha degeneracio)

que serd més petit que els altres, el qual anomenarem Ej, tal que:

Ey<Ei<Ey<FE3<---

278
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Per altra banda, si definim un estat qualsevol ¢ en la base de les energies (per
exemple):

) = ch |En)

podem calcular el valor mig del hamiltonia de forma trivial:
5 3 2
(@), = @A) = (] (X e Ba)) = 3 leal® En

i com hem dit, I’energia més petita serd Ey, per tant, o bé serd més gran o, si

hi ha degeneraci6 sera igual, per tant:

<ﬁ>¢ = eul® B > Eozn: lenl? = Eo

n

doncs ). |cn|” = 1 sil’estat estd normalitzat. Sil’estat no estigués normalitzat,
hauriem de dividir entre la norma per a qué la condicié de minim es continui

complint:

WIHW) | 5

(¥ )

Aleshores, amb les dues darreres expressions presentades observem que es com-

pleix l'expressi6 (10.1), demostrant aixi el teorema del variacional.

Aixi doncs, un cop hem d’avaluar un sistema quantic, intentarem determinar
una cota superior (perd no molt superior) al fonamental a partir d’una funcié
de prova ¥z (7) que proposarem i que dependra d’un parametre o d’un conjunt
de parametres variacionals (@;) els quals ens hem d’ajudar de les propietats del
hamiltonia, de les caracteristiques del sistema com la simetria del hamiltonia!,
etc; per optimitzar els resultats del sistema. Per tant, és important la proposicié
de l’estat i els parametres variacionals per aproximar-nos el maxim al fonamen-
tal i aixi obtenir un resultat que s’ajusti més a la realitat, ja que quan més ben

definit estiguin {a;} més ens aproximarem al fonamental.

Havent definit els parametres variacionals, podem reexpressar ’equacié (10.1)
avaluant amb la funci6 de prova 9, (z):

<'(/Ja| H ‘wa> =FE, 2> Ey (10.2)

Un cop avaluat el sistema, per millorar els resultats ens interessar minimitzar el

L Aquest aspecte el veurem en la darrera seccio del capitol, a simetries discretes.
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parametre variacional « per determinar el valor propi minim. Aleshores, aquesta
minimitzacio la realitzarem (per un estat no normalitzat) de la segilient forma:

min Lo Hai) _ g o g (10.3)

{ai} <¢o¢i ’(/}Oti >

d’aquesta manera, quan la funcié de prova v, tingui la dependéncia funcional

correcta, obtindrem el valor exacta de l’energia minima.

Si ara el que ens interessa és buscar una cota pel primer estat excitat, no podem
utilitzar un estat qualsevol, sin6 que hem d’agafar un estat ortogonal a ’estat

fonamental, tenint:
¢|H‘¢ Z|Cn| Ey, Z|Cn|2En>EIZ|Cn‘2:
n=1 n=1

on ¢y = 0, ja que al ser l'estat ortogonal al fonamental s’ha de complir que

(¥ |o) =01¢) =350 ci | Bi).

En general, si el que volem és acotar un nivell energétic m, hem de fer que

I’estat sigui ortogonal a tots els estats propis fins a m - 1, és a dir,

Aleshores, podem utilitzar un operador B que ens serviria per saber si ’estat

és ortogonal a tots aquests estats, el qual el podem definir com:

m—

Z Y (bl = Bly) =0 (10.4)

Aquesta és tota la teoria que necessitem pel métode variacional. No obstant
aix0, abans de presentar alguns exemples d’aquest métode, presentarem el meé-

tode de Rayeigh-Ritz corresponent a les variacions lineals.
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10.1 Variacions lineals. Meétode variacional de
Rayleigh-Ritz

2Si considerem un estat [p) = >, ¢ |k), essent ¢, un coeficient (parametre) i
{|k)} una base arbitraria. Si avaluem amb el métode variacional a partir de
Pexpressio (10.3) obtindrem:

min M = Fy (10.5)

{ex} (¥ |¥)
en aquest cas sera exactament al fonamental, doncs estem avaluant per a tot

estat 1 considerem tota la base.

Ara pero, no agafem tota la base, sin6 considerem només un subespai de di-
mensio d ila trunquem, és a dir dr, de ’espai que ens genera el nostre estat, tal
que ara |¢) = ZZL ¢k |k). En aquest cas, els nostres parametres contribuiran
linealment. En aquest cas, (10.5) es convertira en

min WIH W) > Ey (10.6)

eyt (W |)

Aleshores, haurem de determinar el valor propi minim (\,,;,) del subespai del

hamiltoniad H corresponent al subespai truncat (H™™"¢") de tal forma que
)\mz’n (H) < /\mz’n (HTruncat)

Aix0 és facil veure-ho en una matriu diagonal, on per exemple 'element a;y
sempre serd més gran o igual que el valor propi minim de la matriu que ava-
luem, doncs al considerar un subespai de la matriu general, estem considerant

només una regié d’aquesta.

No aprofunditzarem gaire més que el que ja hem fet, perd presentarem un exem-

ple de com procedir:

i) Hem de determinar un conjunt d’estats ortogonals a la base del nostre

subespai {|¢>k)}iT=1, doncs d’aquesta manera es complird (¢y |dr/) = Jpr-

2
i) A partir d’un hamiltonia de l'estil H = 2— 4 V'(x) construim una matriu

2Per veure més informacié sobre aquest métode variacional, potser pot ser d’utilitat la
§17.8. del llibre G. Arfken, H. Weber: Mathematical Methods For Physics, 62 edicio.
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H = H™runcada de dimensio dr x dr, amb elements d’una matriu

Hyy = (o] H |¢n)

ii1) Si diagonalitzem H i ens quedem amb el valor propi més petit dels ob-

tinguts determinarem, amb total seguretat, que | Apin (ﬁl ) > Fy |

Ara si, a partir d’aqui comencarem a veure exemples de sistemes fisics i de

com podem aplicar aquest métode aproximat.

10.2 Oscil-lador harmonic

El potencial de ’oscil-lador harmonic és dels pocs potencials® que coneixem amb
solucio exacta. Es per aquest motiu que realitzar en primer lloc aquest sistema
ens servira per familiaritzar-nos amb aquest métode i per treballar amb les fun-

cions de prova.

Aixi doncs, presentarem tres funcions de prova i veurem quina s’ajusta més
al resultat ja conegut i quina és incompatible, avaluant el valor mig del hamil-

tonid, que com sabem vindra descrit per:
2 22
(P*) +—— (%) (10.7)

10.2.1 Primera funcié de prova

Presentem la primera funcié de prova que presentarem serd una funcié que
pel seu aspecte (Figura 10.1) podriem deduir que no ens resultara favorable
per obtenir la solucié estimada. No obstant aix0, I’haurem d’avaluar i després
interpretar si el resultat és el buscat o no.

Aquesta funcié vindra determinada per

0 si|z| >
(10.8)
<

Vg (x) =
O\ VB -2l s

3Juntament amb 1’atom d’hidrogen i el pou infinit

N o[
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g (x)

x

_B
2

[Xlhes

Figura 10.1: Representacié grafica de la primera funcié de prova pel potencial

harmonic.

essent el parametre variacional 5. Observem a més a més que la nostra funié

d’ona esta ben normalitzada, doncs:

[N}

(s [¥p) :/wﬁ(x)mx: 53 (6 —2le)Pde =1

[N}

Si calculem (10.7), podem avaluar ’energia cinética i la potencial per separat i

després sumar-les. Calculant la potencial primerament:

2

V) =5 (%)

observem que només ens cal determinar <:c2>:

22 (B -2z da =

\ vlw

3
(2%),, = <¢ﬂ|$2\¢5>=@

[

B
2
3
_8
2
avaluem-les per separat:
8 8
° f2ﬁ x2ﬂ2dx: %$3ﬁ2|2ﬁ =52
2 2

° f_gg dxtdr = %x‘ﬂ
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e Aquesta la realitzarem amb més detall:

8 JoA

2 0
/—4B|z|$2dx = —4p /x?’d:c— /dex =
0

[Nliey

8 _8
2 2
= —44 /x3dx — |- / 23dx =
0 0
Si ara fem un canvi de variable 2’ = —z, arribarem a ’expressio:

E
3
_ dp — 2
SB/:U T 3
0

Aleshores:
2 —_
<aj >zp/3 - 40

i per tant, el valor esperat de l’energia potencial sera:

V), = mu?2 (10.9)

Avaluem ara el terme cinétic. Aquest el podem avaluar de dues maneres les

quals presentem a continuacio:

1. Aplicant una p i realitzar el modul:*:

_ 1 2 _ _ b 2 _
Dhy, = 5 Walp"l¥s) = 5~ (Wslpplvs) = 5~ Il [ve)ll” =
—ihdL
o g g
1 o I° n VAR = 3
= — [ dz|-ih—¢| =— [ de|Z=| =— [ 2--da =
2m/ T 89@7’[} 2m Y\ or m 33 v
—0 B
- 6h?
=

4Una notacié important és que la derivada que hem de resoldre al darrer pas pot ser o 1 o
-1, depenent de 'intérval en que avaluem (10.8), perd al fer el modul ens és igual ’intérval.
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2. Aplicar p? i després integrar. Aquesta és una mica més complicada, doncs
hem de fer les dues derivades de la funcié i ens caldran coneixements de
teoria de distribucions. Aleshores, si realitzem la primera derivada, el punt

més complicat sera el segiient:

d|z|
— = 20(z) — 1
I (z)

on ¥(x) és la funcio de Heaviside (o funcio esglad) que estd definida com:

0 <0
I(z) =
1 >0

Aixi doncs, la primera derivada sera:
Wolo) _ g [ 3 @y 2,2
de e 53

Si ara fem la segona derivada, la teoria de distribucions ens diu que podem

definir la derivada d’una distribucié com:

<T,7 ¢> = - <T7 ¢/>

on la funcié ¢ és una funcié que s’anul-la a +oo. Aleshores, la derivada
de la funcié esglad sera:

8 8)=—(0,¢) = — / 9¢/dr = / ¢/ dx = —¢(c0) + 6(0) = $(0)

Per tant, veiem que la segona derivada actuara de la forma:

dd(xz) JO x#0 _
dr = 9(z)

oo x=0

és a dir, com una delta. Aixo té molt de sentit, doncs al haver-hi un canvi
brusc de pendent en el punt 0 de la funci6 de Heaviside, per tant serad

infinit i a la resta, al ser constant sera zero.

Finalment, la segona derivada ens quedara com:

,  d? 3
Vg = %(m) =—4 @5(‘%)
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Aleshores:

n? 4-3h° 612
<T>z/;,3 = “om /d’;ﬂfng = W/(ﬂ —2z|)é(z)dx = miﬁQ

Per tant, escollim el cami que escollim, el valor esperat de I’energia cinética sera:

642
mf32

(1) =

(10.10)

Aleshores, el valor mig del hamiltonia vindra determinat per la suma de (10.9)
i (10.10):
677,2 9 ,82
= — — 10.11
mE 80 (10-11)

Eg = (H) =(T) + (V)
Ara un cop determinat el valor esperat, el métode variacional ens diu que hem
de minimitzar. Per fer-ho, hem de derivar el valor esperat respecte el parametre

variacional i igualar a zero:

0Es _12?12 mw?f

8 = mp@ a0

Aleshores, el nostre By, = 0* sera:

2\ /4 2\ V4
5= (480h ) :2(305 > (10.12)

m2w? m2w?

Si ara introduim aquest parametre a ’expressié (10.11) obtindrem:
Eg- = ihx,u—058ho.)>1hw
ST R 2

Observem que, malgrat que la funcié de prova ens semblava una mica descabe-
llada, el resultat s’aproxima bastant al valor exacte. Per tant, encara que sabem
que es pot solucionar exactament, aquesta funcio de prova seria for¢ca adequada
per a descriure el potencial harmonic; ja que a més a més estem per sota del

primer estat excitat i molt poc per sobre del fonamental.
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10.2.2 Segona funcié de prova

Considerem ara la funcié de prova representada a la Figura 10.2. i amb una

expressio:

4 3 /4 Y 2
w,y(x)—(;:) ve 3T (10.13)
Oy ()] A
i
~N L
h t

Figura 10.2: Representacié de la segona funcié de prova.

Observem que aquesta funci6 ens fa recordar a una funcié d’ona imparell, que
correspon als estats imparells de l'oscil-lador harmonic. Si fem ts del que ja
sabem i el que hem aprés al llarg del curs, aquesta funcié d’ona ens recorda més
a la funcié d’ona del primer estat excitat que no pas el fonamental. No obstant

aix0, anem a realitzar els calculs i discutim-ho.

Si calculem el valor esperat de ’energia potencial, haurem de calcular el va-

lor esperat de z2°:

oo
[4~3 2 [4v33 [T
2 = R 4 T d = _ — =
(] 2 [1hy) . xre x 4\ 55

_ 3
= 5
Aleshores, el terme potencial sera:
3mw?
(hy |V |ihy) = ™ (10.14)

5On utilitzarem la integral tabulada [ zte—ov’ gy = 2 [T
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Per altra banda, el terme cinétic el calcularem aplicant una p i realitzant el

modul:

1 1 1
(T)y, = g Wl P2 hon) = 3= Wnlpp 1) = 5 o) =
—inge

2m
oo 2 9 0o 2
1 _h o,
-%/“ —m/wbx
h2 a3\ 2
L () [l
h2 1/2
= m() /e_'”” ‘1—7x2| dx
™

i,

dr =

Anem a resoldre amb calma aquesta integral. Si desenvolupem el modul quadrat

podem descomposar la integral com a suma d’integrals:

o0 o0 o0 (o]
/ e’ ‘1 — ’yx2|2 dr = / e dy + 52 / rtdr — 2y / e L
— 00 —00 —00 —o0

Si les resolem una a unaS:

BVE N Y
v 4V v 4V
Aleshores:
3h2y
T =
< >’¢’V 4m

Finalment, obtenim el valor esperat del hamiltonia com:

3h%y 9 3
= — 10.15
4m +me 4y ( )

6En aquest cas farem servir les integrals tabulades segiients:

—aac d‘,L, — /

7 3 /
/ x467’”2dx -
4
— 00
oo —

/ x267’112 dx = 1
2

—o0
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Si ara minimitzem:
oE, 352 3mw?

oy Am 42

Per tant,
N = — 10.16
h ( )

i la nostra energia minima sera:
3
Efy* — §hw > EO

De fet, aquesta energia és la corresponent al primer estat excitat. Aix0 és degut
a que com la funcié de prova és imparell, tindrem que (1, |¢9) = 0, 1 per tant
ens dona una cota superior al primer estat excitat que al minimitzar sobre el
nostre parametre variacional v determinem exactament la funcié d’ona del pri-

mer estat excitat, tal que E,« = Ej.

10.2.3 Tercera funcié de prova

La tercera funcié de prova que proposarem és una funcié d’ona gaussiana, defi-

nida com:

balx) = (g)we*%“f (10.17)

™
El fet de conéixer la solucié exacta de 1’oscil-lador harmonic i saber que en 1’es-
tat fonamental la funci6 d’ona és una gaussiana, ens fa predir que en aquest cas
estarem en el cas en que la solucio és igual al fonamental. En efecte, el nostre pa-
rametre variacional estara perfectament definit i conseqiientment determinarem

el valor exacte de I’energia minima. Veiem-ho:

r 1
Wala?0) = (% [ et do— oo =
2

mw
=W = Ta
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1 s B2 T |0 ]?
T = —_— o = — d —
D, = ol = o [ ao|2
h2 a\ /2 7 o 2|2
= 3 (—) / ‘—axe‘fm dx =
m o\
—00
h2a? ra\ Y2 T 2 K2
= (—) / e 22dr = —a
2m \m 4m

i per tant:

Ea=(H) = (1) + (V) = o+ 722 (10.19
Si ara minimitzem:
0E,, K2 mw?
da  4m 42
Per tant, e
of = == (10.19)

i la nostra energia minima sera:

On efectivament obtenim el resultat exacte, tal i com haviem predit.

10.3 Atom d’hidrogen

Hem vist que el métode variacional per l'oscil-lador harmonic és un cas instruc-
tiu, d’entrenament i forca académic; doncs al coneéixer el resultat i la funci6
d’ona correcta podem determinar I'aproximacié més optima possible: I'exacta.
En el cas de ’atom d’hidrogen també coneixem el resultat exacte i, per tant,
també ens servird per anar agafant musculatura a ’hora de treballar els siste-
mes posteriors. Per fer-lo més simple, neglegirem 1’spin, obtenint un resultat
corresponent a un I = 0. Aleshores, com no considerarem I’spin, la nostra fun-
ci6 d’ona i la seva solucié tindrd dnicament contribuci6 radial (la angular no
contribueix) i hem de fer que s’anul-li a Uinfinit. Per tant, la nostra funci6 de
prova pot tenir una pinta de ’estil:
1/2
533> / e W (10.20)

Tay

Ys(r) = (
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A continuaci6, hem de procedir de la mateixa manera que hem realitzat per
Poscil-lador harmonic, és a dir, per avaluar (10.2) calcularem el valor esperat
de ’energia cinética i el del potencial per després sumar-les i obtenir el valor

esperat del hamiltonia.

Si ho realitzem d’aquesta manera, el potencial vindra determinat per un po-

tencial de Coulomb i per tant:

—e? /1 —e? &3 T 1 _gor
V = — = _— — a d =
Vs 47eg <r> 4reg Tad P

— 00

fent servir la relacié (5.100)7, sabent que n = 1 i tenint en compte que ara la
nostra normalitzacié no és proporcional a una poténcia de i sind a una potencia

de j—o, ens podem estalviar calcular la integral, obtenint:

—e25

4W€0a0

(V) (10.21)

Si ara avaluem l’energia cinética tindrem:

ol
o —o0

h2 00 ,
—/|Vz/15\ dV =
2m

on hem utilitzat la relacié segiient (si ¢ — 0 a S):
9§(¢*V¢) ds = /.V- (Vo) dV = / ¢*V2pdV + /(Vd))’k (Vg)dV =0

Recordant el jacobia en un diferencial de volum com dV = r?sin (6) drdfdy per

tal d’integrar-ho®:

o0
h? 83 &2 _oor
= <T>w = s——54n r2e%eo dr =
s 2m mag ag
"La recordem: (1) = aOIRQ

8Per resoldre la integral haurem de neceisstar la integral tabulada:

(oo}

n!
re”dr =
an+1
0
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Finalment, el valor esperat del hamiltonia sera:

h? &2 €25
Es=(H = —— — 10.22
0 < >1116 2m a% 47T€()CL() ( )
Minimitzant:
(9E5 - FL2 ) —62 o
95 m az  4dmepag -
Per tant, el parametre variacional optim sera
oo € am (10.23)
o 471'80 h2 - )

Substituint (10.23) a (10.22) la nostra energia minima sera:
1 e'm

Ego ————< ™M

° 2 16m2c2h?

Si ara utilitzem el primer radi de Bohr, que el vam definir al primer capitol com

2 2 . . . . L. .
0= %, aillant h? = %;;0 i substituint a 'energia minima, obtindrem:

Bo-L ¢ _ g (10.24)
"= 24mwepag Y '

Observem que obtenim ’energia en funcié del Rydberg, que és la unitat desig-
nada per l'estat fonamental de ’dAtom d’hidrogen, per tant, obtenim el resultat
exacte de l’energia minim. Té sentit que I’haguem obtingut, doncs encara que
no haguem considerat la contribucié de I'spin, ja sabiem la soluci6 exacta de la
funcié d’ona corresponent a l’estat fonamental de I’Atom d’hidrogen.

10.4 Atom d’Heli (He)

L’atom d’heli sera el primer sistema que avaluarem del qual no sabem el resultat
exacte. En aquest cas, el métode variacional agafara sentit en el punt de vista
que fins ara I’hem comprovat amb sistemes dels qué ja en sabiem el resultat i

que eren més aviat académics.

Per simplificar el problema, estudiarem el cas d’'un atom d’heli amb dos elec-
trons. Aleshores el que tindrem serd un sistema compost de dues particules

(electrons), la qual cosa, ens sera favorable recordar aspectes tedrics de la part
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anterior de les notes.

El primer que hem de fer és definir el hamiltonia. Aquest el podem definir
com la suma dels hamiltonians de cada electré juntament amb un potencial
d’interacci6é corresponent a la interaccié coulombiana entre els electrons, és a
dir:

H = Hi+ Hy + Vi (10.25)

Aleshores, aquests termes ens vindran definits per:

h? Ze?
Hy=——V3—
! 2m ! 47‘(’607“1
h? Ze?
Hy=——V2i—
2 2mV2 471'507‘2
2
1
V;nt: <

47T€0 |F1 - F2|
Si introduim tots aquests hamiltonians a (10.25) obtindrem:

K2 Ze? 1 1 €2 1
H=——(V?+V3% - — 4+ = - 10.26
2m( 1+ 2) 47‘(’60 (7“1 +T2>+47T€0 |’I?1—’I?2| ( )

Els electrons com bé sabem sén fermions i, com ja hem vist al capitol anterior,
els fermions no els hi agrada estar al mateix estat. En aquest cas, també sabem
de la teoria de sistemes compostos, que si estan al mateix nivell energétic -
que és el nostre cas - han de tenir spins diferents per complir les condicions de
antisimetria, tenint que ’estat que descriu aquesta situacié dels spins és I'estat

singlet:
1

V2

Per tant, la nostra funcié de prova sera de ’estil:

|v~) (I14) = 1)

[9) = [}y vy @ |97

Aleshores, com ja varem comentar a 'inici del capitol, a I’hora d’escollir una
funci6 de prova, sempre hem de respectar les condicions de contorn i la simetria
del problema. Per exemple, en un pou de potencial o un oscil-lador harmonic,
entre altres; disposem d’una simetria en el hamiltonia que fa que la funcié d’ona
hagi de ser simétrica. En el nostre cas, com els electrons sén fermions a 1’hora
de definir la nostra funcié d’ona haurem de imposar la antisimetria. Per tant,

una part de la funcié d’ona proposada sera semblant a la de ’atom d’hidrogen
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perd per dos electrons, essent aquesta:

B3\ _Br _pra
wﬁ(rth)—(g e @ e 9o

Tay

Tenint la funci6é de prova com:

1 /B3 _e _sn
0= == (L) e 5 () -1y (10.27)
Ara el que realitzarem és comparar l’estat fonamental (dos electrons orbitant
al nucli) amb un estat d’un electr6 orbitant i un electré al nucli. D’aquesta
manera, sabem que la forma general de l'estat d’un electré que gira al voltant
d’un nucli atdomic de Z protons és:

1 Z\"? _z
= — —_— ao
w ﬁ ag €

el que ens informa que el nostre parametre variacional 8 ha d’estar relacionat

amb la carrega efectiva del nucli atomic.

A continuacio, avaluarem el valor esperat del hamiltonia procedint de la mateixa
manera que ho hem fet fins ara. Si calculem el valor esperat dels diferents ha-
miltonians que composen el que estem avaluant, observem que podem aprofitar

els resultats obtinguts per I’atom d’hidrogen, tenint que per la particula 1:

H? h? B

i = (-2¥) =2l

Yp(ri,r2) om 1 b (rrr) 2m a%
—Ze? /1 —Ze*p
<V1>¢'B(T1,T‘2) - = 4me <r> - dmega
0 1/ gp(re,r) 0¢0

Aleshores, el valor esperat del hamiltonia de I'electré 1 vindra determinat per
Pexpressio (10.22):

h2 ﬁ2 Zezﬁ

<H1>w5(r1,T2) - % a% B 4dmegag

(10.28)

i de la mateixa forma per ’electré 2:

h2 h2 62
T. o = (——V3 ==
< 2>¢ﬂ(7"1,72) < 2m 2>1/J/3(7'17r2) 2m a(QJ

—-Ze?2 /1 —Ze*
<V2>1p;3(7‘1,r2) - = Are <r > - 4mepa
0 2/ apg(ri,ra) 0¢0
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i finalment:
B K2 52 2625
Yp(rim2) T 9 a% 4dmegag

(H2) (10.29)

Per altra banda, el terme d’interaccié és més complicat d’avaluar i és per aquest
motiu que el presentarem amb tot el detall. Si avaluem el valor esperat, co-
neixent la forma general de 'estat d’un electré que gira al voltant d’un nucli
atomic de Z protons, obtindrem:

B(ri+ry)

2 1 2 3\ 2 —gftnrra)
<e - > _° <53> /76 PR (10.30)

dmeg |71 — 7o ws dmeg \ mag |71 — 7|

si suposem que mantenim 7 fixat (Vegeu Figura 10.3.) podem orientar 7 a

I’eix de coordenades de manera que l’eix polar es troba al llarg de 1’elecci6 de

—

T1.

%

) Iy — T
|
|

- |

r |

L 2 |

. 1?2 }

|

|

|

— T
. %

X 2

Figura 10.3: Eleccié de coordenades per 7 per resoldre la integral

Per tant, per la llei del cosinus obtenim:

|7 — 7| = \/r% + 12 — 2r17r9 cos (02)

Aleshores, podem definir la integral que actua sobre I’espai de I’electré 2 tenint
I'1 fixat:
212 e

o
I —_/74 — 37 —_/ 73 sin (0y) dradfadps =
2 R /12 + 713 — 21179 cos (62) 2 5in (62) dradbad s

La integral corresponent al diferencial de @5 és trivial, doncs déna 27. Per altra

banda, la integral polar és més complicada:

sin (62) i, — /73 + 13 — 21179 cos (02) " _

U
0/ \/r% + 735 — 21179 cos (02) T1T2 o
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( T2+ 713+ 2rre — (/77 413 — 2r1r2) =

rire

1 2 ;8lrg <1y
= —[(ri+r2)—|ri—rfl={"

rir2 = ssirg>1

T2

si considerem arbitrariament que ro > r; , la integral I ens quedaréa:

T2 o0
1 —_oprL —_oprL
I, = 4n | — rfe Baodn + [ rie e dri | =
T2
0 T2

3
Tag 2719 _or2
f— 1 _— 1 — a.
B3r2 [ ( A ) ‘ 0]

Si ara tornema ’expressié (10.30):

2 2 3 . r r
1 2 — r2 — ra
< - == 5—3 / [1 - (1 + 3) e ao] ¢ 790 1y sin (82) dradbadips
4dmeq |71 — T2 v 4meg \ mag ag

La part angular sera trivial (47), i la radial sera:

que ajuntant-ho tot, obtenim finalment:

e? e?
Voo~ ) — 2 () Sy o
e 4

47T€() |771 — 772| o 8(10 47‘1’80

Finalment, el valor esperat del nostre hamiltonia sera la suma de (10.28), (10.29)
i (10.31):

n? B2 Ze23 55 e?
Ey = (H), =2.°F 9 o2 -
A < >¢’5 2m ad Admeoan + 8ag <47r50>

_ (52+ (—2Z+5>6> — 19R 5(5—2(2—5)> -
Areoan 8 Y 16
— oy (57 - 50)

On en el darrer pas hem introduit Z = 2. De fet, el terme (Z — 1573) = Zeyy,
tenint que el factor 15—6 és degut a ’apantallament eléctric de la carrega al nucli

(electric shielding).
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Si ara minimitzem:

0Eg 27 27
— =2Ry (26— — | =0=p"=—
B Y < =3 ) =16
Aleshores, la nostra energia minima variacional sera:
Eg« = —5.69 Ry (10.32)

de fet, el resultat que hem obtingut és forca proper al valor que s’ha mesurat
experimentalment:
E(¢7) — _581 Ry

exp

A més a més, observem que el valor Optim pel nostre parametre variacional és
exactament 8 = Z.sy, tal i com haviem intuit que havia d’estar relacionat amb
la carrega efectiva del nucli. Per altra banda I’energia optima la podriem haver
expressat com:

Eg. = —2Z%;; Ry (10.33)

Si a partir de (10.33) estudiessim el cas del Liti ionitzat LiT, és a dir Z = 3,

Penergia que determinariem (minima variacional i experimental) és:

Eexp = —14.5 Ry

Observem que amb un atom més pesat (Z més gran) el resultat que obtindrem
serd encara més proper al experimental. Un altre exemple, com per exemple el

Beril li, tindriem:

Es =—2T2Ry
Eeyp =—273Ry

Bet™(Z =4) =

Tanmateix podem aproximar ’energia de l’estat fonamental d’'un atom d’hi-
drogen amb dos electrons, obtenint una energia de F,;, = —0.945 Ry, essent
aquesta més gran que l'energia de l'estat fonamental de ’atom d’hidrogen, po-
dent fent-nos pensar que és un estat menys estable. No obstant aix0, com no
podem afirmar si és o no estable sense fer més mesures experimentals, hauriem
de millorar la nostra funcié d’ona de prova, trobant que H~ té un Unic estat

lligat amb una energia minima F,;;, < 1 Ry, afirmant que és estable.
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Figura 10.4: Representacié esquematica d’'una molecula d’hidrogen ionitzada.

10.5 Molécula d’hidrogen ionitzada

A continuacié presentem l’estudi de Paproximacié de energia de 'estat fo-
namental per una molécula d’hidrogen ionitzada (Hz’L ) El que tenim és dos
protons separats que es comporten com dos pous de potencial per a l’electré.
En aquest cas, si considerem que els protons estan fixats i separats entre ells

una distancia R, el hamiltonia sera:

h? e? 1 1
g g2 S4 = 10.34
2m 47‘(60 <’/‘1 + ’/‘2) ( )

D’aquesta manera, etiquetem la 7 com la distancia amb origen al proté 1 (igual-
ment pel proté 2) tal que compleixen la relaci6 espaial ©; = R+7 (Vegeu Figura
10.4.).

Aquesta aproximacio és la que es coneix com I’aproximacié de Born-Oppenheimer
(1927). Aixi doncs, I'aproximacié va ser proposada al no poder resoldre mate-
maticament de manera exacta I'equacié de Schrédinger per a molécules®. Les-
séncia ja ’hem comentada abans de presentar I’aproximacio, perd basicament
van observar que la massa del protd, als nuclis atomics, és molt més elevada
que la dels electrons, per la qual cosa les seves velocitats sén molt més petites
que la dels electrons. Aleshores, van proposar separar el moviment dels nuclis,
que resten practicament en repos i el moviment dels electrons que se situen al
voltant dels seus nuclis. Aixi doncs, el que presenten és una funcié d’ona radial
que depén de la distancia de ’electré 7, i la de la separaci6 entre els protons ﬁ,
tal que l'electro es relaxa a ’estat fonamental instantani i la seva funcié d’ona
actua en un subespai de Hilbert diferent al dels protons. Matematicament el

que tindriem és:
o (7 B) =v (7)o ()

separant la part electronica de la protonica.

Suposem doncs, que en el nostre sistema R — oo. En aquest cas les funci-

9Es el que es coneix com a problema dels tres cossos.
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ons propies seran:

o (7)) = —2~ e~ @ Llelectro es troba al voltant del proté 1

/ 3
7Ta0

Yo (T2) = \/717786_‘%; L’electro es troba al voltant del proto 2

Aleshores, la funcio del sistema que estem avaluant sera una combinacio lineal

d’ambdues funcions'®:

Y (7) = avho (71) + Bibo (72)

Observem, perd, que per simetria no ens calen els coeficients a i 3, doncs estara

en ambdos per igual, per tant:

() =7 ($o(71) £ 1ho(72)) (10.35)

Aquesta sera doncs, la nostra funcié d’ona de prova per I’atom d’hidrogen ionit-
zat i el nostre parametre variacional sera la distancia fixada R. Aleshores, per
avaluar 'expressi6 (10.3) corresponent al nostre sistema, abans de calcular els
valors esperats necessitarem normalitzar la funcio:

W 1) = h? (/wo P @r+ [ o ()P dr 2 [0 (7)o (Fz)dST) —1

Observem que les dues primeres integrals son 1, doncs estem solapant el mateix
estat i son estats ortogonals i ben normalitzats, pero el solapament (g (71) |1g (72))
no sabem el que déna al actuar en dos subespais diferents. Aleshores, abans de
res, hem de redefinir 7} i ¥ en funcié d’altres parametres. Per fer-ho utilitza-
rem el mateix raonament que el realitzat en la Figura 10.3. deixant 7 fixat i
expressant 75 per la regla del cosinus. La situacié d’aquest sistema la trobem
representada a la Figura 10.5.

Aleshores, el que obtenim és:

ri=r1; ry=+/r24+ R2 —2rRcos (0)

Per tant, la integral que hem de resoldre es redueix a:

N R 1 _(r1tro)
(o (1) o (%)) = —5 [e w0 dV =
ag
1 _ . _VrP¥RT-arReos(0)
= 3 [ € “oe @0 r* sin (0) drdfdy
may

10Aixo és el que els quimics anomenen LCAO (Linear Combination of Atomic Orbitals),
doncs estem expressant la funci6 de la molécula amb una combinaci6 lineal dels orbitals
atomics.
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=

Figura 10.5: Representacié de les coordenades de la posicié de cada protd per
avaluar el solapament entre les funcions d’ona d’aquests.

Al no tenir dependéncia explicita de ¢ la integral d’aquest parametre és trivial
(27). Si ara avaluem la integral de la coordenada polar mantenint r constant,

ens serd favorable realitzar el segiient canvi de variable:

y=+/r2+ R2 —2rRcos () = d (yZ) = 2ydy = 2rRsin (0) df

Per tant, la integral en la coordenada polar sera:

T r+R
IR R, 1 o
/e a0 r* sin (0) drdfdy = — e woydy =
rR
0 [r—R]|
ag (r+R) Ir—Rl

=R {ei w0 (r+R+4ap)— e < (Jr—R|+ao)

i si ara integrem respecte r introduint els valors obtinguts per la integral polar

i per 'azimutal (27):

Q‘m

(1o (71) [tho (72)) =

om‘ no

/T+R—|—a0 e aordr—i—
0

R 0o
—l—e*“f)/ —r—+ag)rdr + aﬁ/ (r—R+4ag)e” % rdr
0 R

havent de separar la integral en dos a causa del valor absolut que hi havia - tal
i com haviem fet en la primera funcié de prova de l'oscil-lador harmonic -. Si

integrem el solapament i simplificant termes, obtindrem:

Lo = (o (71) [t (7)) = e
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Introduint aquest valor en el calcul de la normalitzacio:

W ) = |92 (1 + 1+ 205) =1

obtenint:
e

b TEm (10.36)

%

Un cop obtinguda la normalitzacié corresponent de la nostra funcié de prova,
anem a calcular el valor esperat del hamiltonia. Si recuperem els resultats

obtinguts per ’Atom d’hidrogen, ja sabem que:

_EVQ — Ze?
2m 47‘(’60’/‘1

)%vnza%wn

2

amb E1 = 1_c

_§ 471'60(10

— Ry. El resultat pel proté a ro seguird el mateix

resultat, tenint que:

o= (22w = (L LYY (g (1) 0 1)

=y —-—V"— — 4+ — r re)) =
U 2m dmeg \r1 1o 0T 0172

si operem una mica i sabent com actua g (r1) - igualment pel proto6 a ry - sobre

el hamiltonia:

e

=E1¢(r) — i (1% (r1) + %% (7’2)>

" 471'60 T2
Si realitzem el valor esperat del hamiltonia, obtenim:

e2

H)y=FE -2}
e I e

) {090 1 22 o 10 £ (00 71 2 o 121

on es pot veure que hem suposat per simetria:

wwm%%wbwwm%%w>

(o (r)| 7 1o (72) = (o (r)] 2 [ (72)

Per altra banda, si introduim les definicions de F; i la del terme directe (o

integral directa) definit com:

D = (o (r))| j—g [0 (1))
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i el terme intercanvi (o integral d’intercanvi) definit com:
ag
X = (tho (r1)] . 1o (r2))
podem expressar de forma més reduida el valor esperat del hamiltonia:
(H) =B —2)y|"E1 [D £ X]

on si calculem aquests valors esperats, arribarem al resultat segiient pel terme

directe:

i pel terme d’intercanvi:

X = (1+R> e o
ag

Coneixent doncs la normalitzacié (10.36), el valor esperat del hamiltonid ens

vindra presentat de forma molt simple com:

(H) = [1 +2 (fiifi)] E (10.37)

Podem observar que aquest valor esperat és invariant respecte 77 i 7, informant-

nos que pot tenir simetria parell o imparell, és a dir:
¥ (ro) = £ (—70)

on hem definit 7y a partir de:

= T+ %
R . R
To = 7“0—5

i aquesta simetria ens presentara dues solucions en ’energia total. En ’expressio
(10.37) tenim el valor esperat del hamiltonia que, segons el teorema variacional
serd superior a ’energia de ’estat fonamental. No obstant aix0, aquest valor
esperat és només per ’energia de l'electré en interaccié amb cada un dels protons
per separat, pero ens falta determinar energia d’interacci6 (repulsio) que hi ha
entre els dos protons que no haviem tingut en compte a (10.34). Aquesta ens

ve definida de la manera segiient:

2
V,p = - Rb- ek (10.38)
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[Bil =
-)
ey
Figura 10.6: Representaci6 dels parametres adimensionals % respecte &

If}. Introduint aquest factor a (10.37) i

a

on definim el factor adimensional £ =

sumant-li (10.38) obtindrem l’energia total:

2 (i( —352)e—f+(1+§)e—2€>]

Er (&) = (H) + Vpp = —E)

3 1+ (1+&6+382) et

on veiem representades les dues solucions (4 com la simétrica i - com l’antisi-
meétrica). Per tant, la nostra energia total serd o be senar (Ungerade) - solucié
«-» - 0 be parell (Gerade) - solucié «+» -. Ambdues solucions les podem veure

representades a la Figura 10.6.

Observant la grafica la soluci6 parell (Gerade) té un minim a —1.2, essent aquest
valor el nostre parametre variacional optim £* = —1.2'1. Observem que per a
& — oo (0 el que és el mateix R — o00), ambdues solucions (parell i imparell)

convergeixen a la solucié de ’atom d’hidrogen, és a dir, Er — FE;.

Si ara observem la soluci6 imparell (Ungerade), veiem que no presenta estats
lligats i ’energia és molt més gran, tenint que aquesta solucié no ens sera fa-
vorable per estudiar I’estat fonamental de lenergia. Aix0 és degut a que el
Ungerade presenta una interferéncia destructiva entre els dos atoms, per contra
del Gerade que afavoreix una interferéncia constructiva i ens interessara més pel

nostre resultat.

Aleshores, en el Gerade, la nostra aproximaci6é és menor que el fonamental de
I’atom d’hidrogen i, pel teorema del variacional, major que ’estat fonamental
de la nostra molécula:

EéExacte) < Er (é.*) < B,

1 Recordem que el nostre parametre variacional és R, perd amb la definici6 del factor adi-
mensional £, al ser proporcional a R, podem considerar-lo com a nou pardmetre variacional
al no variar de cap altre parametre.



CAPITOL 10. METODE VARIACIONAL 304

Per tant, podrem afirmar que estem en un estat més estable que I’atom d’hidro-

gen al existir un estat lligat'2, tenint que el valor dptim de la nostra energia:

Ep (£%) ~ —0.79E; (10.39)

10.6 Simetries discretes

Ja hem vist el concepte de simetria al llarg de les notes, malgrat que no els hem
esmentat. Aquestes simetries eren les generades pels operadors generadors de
traslacions o els de rotacions, on vam parlar dels SU(2), SO(3) i de ’addici6 de
moment angular. Per altra banda, existeixen també les simetries discretes, de
les qué vam poder veure un exemple amb 'operador permutacié. Es en aquestes
amb les que ens centrarem i amb les que treballarem, presentant les simetries

discretes de paritat i d’inversi6 del temps.

Aquestes simetries ens seran importants i de gran utilitat per escollir una fun-
ci6 de prova oOptima per avaluar un sistema, doncs aprofitant la simetria que
presenti el hamiltonia o el potencial, podem escollir la paritat de la nostra fun-

ci6 per avaluar I’energia de I’estat fonamental o del nivell energétic que desitgem.

10.6.1 Paritat

A la fisica classica, la paritat ens ve definida per menys la identitat, de tal

manera que:

A la Mecanica Quantica 'operador analeg és I'operador paritat 7, tal que si

tenim un estat |1), al aplicar-li aquest operador obtindrem:

V), =7 1) (10.40)

12 Aixo és el que discutiem en el darrer punt de la seccié anterior.
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Tal i com hem vist amb les altres simetries, ’operador que les genera sén ope-

radors unitaris. Per tant, I’'operador paritat serd també unitari, complint:

<’F>7'r|¢> =z (Y|71Y), = (¥ LAk lv) = — <F>W;>

és a dir:
T = —7 (10.41)

Algunes propietats d’aquest operador son les segiients:

i) Es un operador unitari: 7= = 7'

i) Es un operador hermitic: 72 =T <> n~! =7 =7l

iii) Presenta dos valors propis: 11 -1.

Si volem saber com actua aquest operador amb un operador A qualsevol, tin-
drem que:
TAr = £A (10.42)

de forma similar a I’operador permutacio.

Aleshores, el signe ens el determinarad el tipus d’operador que avaluem, pre-
sentant a la Taula 10.1. un resum dels valors que obtindrem.

Escalar parell (+) | 72, L-S, ...
Pseudo-escalar senar (-) | 7 J, 75,
Vector polar senar (-) 7, Dy ..
Vector axial o Pseudo-vector | parell (+) f, E,

Taula 10.1: Dependéncia del signe segons ’'operador que avaluem amb l’opera-
dor paritat.

Veiem ara com actua aquest operador en les funcions d’ona. De capitols an-
teriors sabem que una funci6é d’ona la podem expressar com ¢ () = (z |¢), per

tant:

Y (1) = (2|7 [P) = (-2 [¢) = ¢(—x)
dones 7 |x) = — |x).
En aquest cas, observem que els estats propis de 'operador paritat han de

complir:

T |Y) = £[) (10.43)
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per tant,

Yr (2) = ¢ (—2) = +¢ (z) (10.44)

i el signe dependra de si la funcié d’ona és parella o senar.

Aleshores, podem destacar dos teoremes que sén conseqiiéncia de tot el que

hem esmentat:

Teorema 10.2. Si 7w és una simetria, és a dir [, H] = 0 i conseqiientment,

[m,U:] = 0. Per tant, si el nostre estat inicial és propi de m, llavors ho serd
sempre'3 .
DEMOSTRACIO:

Fent servir ’expressio (10.43) tindrem:

mp(t)) = my [Y(t)) = £[¥(1))
aleshores:
m[Y(t)) = 7U: [¢(0)) = Ue [1(0)) = Usmy [1(0)) = my (1))

quedant demostrat.

Teorema 10.3. Si el nostre hamiltonia commuta amb l’operador paritat (Teo-
rema 10.2.) i|n) és un estat estacionari no degenerat (Estat de Fock no dege-

nerat), aleshores |n) també és un estat propi de l'operador paritat T:

m|n) =+ |n) (10.45)

10.6.2 Inversi6é de temps

La inversi6 de temps és per definici6é passar de ¢ a -t, és a dir, anar endavant en
el moviment o endarrera. Aixi doncs, a Mecanica Quantica definim I’operador
d’inversié temporal © com 'operador que actua sobre un estat |¢) de la

segiient manera:
V) = O 1) (10.46)

13Cosa que haviem vist per la naturalitat de simetria de les particules.
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Aquest operador és un operador antiunitari, és a dir:
(@]8) = (al01018) = (a]5)°

tenint que no es conserva el producte intern, pero si la norma:

(@ [3)] =l 15)"

Aixi doncs, el nostre operador prendra la forma segiient al ser antiunitari:

Per altra banda, com nosaltres volem que sigui una simetria, haurem d’imposar

que [H, O] = 0, que si desenvolupem en série la unitaria de I’evoluci6 temporal:

H H
(C) <H+2ht+...> = (]I—zht+...> O =
= OiH = —iHO

i com el hamiltonid commuta, podem eliminar-lo:

Qi = —i0 (10.48)
Com veiem, © complex conjuga la i, per tant, ha de tenir la forma:

0 =UK

essent U un operador unitarii K operador complex conjugador, tal que K (...) =

()

Si apliquem aquest operador sobre un estat real, no el canviara doncs la conju-

gada d’un real és un estat real. En canvi, si 'apliquem sobre la funcié d’ona:
Ky (z) = K (x [¢) = (2| K |[¢) = ¢ (x)

Si apliquem 'operador complex conjugador sobre un operador A qualsevol:

(475 Jo) = (ta |(418))) =@ Z@ _

— (a104"18) = (a|0dle 10 |8) = (a0 AT~ |5) -

(Bl Al
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en aquest cas, si A és hermitic:
= (8 Ala) = (| 040" |5)

on definim Ar = ©AO~!. El signe del resultat dependra de si és parell (+) o

senar (-), tal que:

parell A, = +A—x, H,..

senar Ap, = —A—p,J, ..

Per altra banda, els estats propis de © compleixen que:

on hem fet Gs de 'operador complex conjugador.

Si tornem a aplicar 'operador d’inversié temporal a la nostra funcié d’ona,

obtenim:

0% (z) = Oy (2)) =10 (x)=n"v (x) =

= n= e
per tant, li apliquem una fase a la nostra funcié d’ona.

Podriem estudiar com actua aquest operador sobre estats amb spin, perd no
entrarem massa en detalls més que presentar el que tindrem en general per
convenci6 de fase:

O j,m) = (i)*" |j,—m) (10.49)

tenint que la representacié matricial de © és una matriu antidiagonal (una
matriu amb una diagonal apuntant en la direccié contraria a la que definim
com diagonal) i ens actuarad sobre un spin qualsevol presentant una rotacioé a la

direccié oposada de la segiient manera'*:

© =D} (m)K (10.50)

1
140n per exemple tenim la matriu D¢ (w) per spin 1/2:

o m=(9 ")
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Si apliquessim l'operador dues vegades sobre un spin qualsevol, el resultat que

obtenim és sorprenent, doncs:

I, er j enter .
02 = pery = (=1)% (10.51)
—I; per j semienter

presentant-nos la naturalitat de les particules a ser simétriques i antisimétriques
i formalitzant el postulat 6 on presentavem els bosons com spins enters (simé-

trics) i els fermions com spins semienters (antisimétrics).

Aixi doncs, per finalitzar aquestes simetries i no allargar més aquesta introduc-
ci6, algunes conseqiiéncies que podem extreure de I’operador d’inversi6é temporal

son:

1. No disposem de cap llei de conservacié associada malgrat que [0, H] = 0,
ja que:

U0 =0U_; # OU;

2. Si[©,H] =01 [i) és un estat no degenerat i propi del hamiltonia, llavors:

(z |i) eR
Si ho demostrem:
HO|i) = ©H |i) = E;0|i) (10.52)
= Oli) =nli)

tal que l'estat és propi de © i, per tant, ha de ser real.

3. La degeneracié de Kramer. Observant 'expressio (10.52) veiem que
|n) 1 ©|n) tenen la mateixa energia, perd no sabem si séon el mateix estat

o no. Si ho fosin, s’hauria de complir:
02 |n) = Be™ |n) = €O |n) = "€ |n) = |n)

Pero de l'expressié (10.51) hem vist que per sistemes amb j semientera
és impossible que es compleixi. Per tant, |n) i ©|n) no només tenen una

fase global diferent, sin6 que son estats diferents i aixd ens porta a una
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degeneraci6 doble als nivells d’energia. Si ho il-lustrem amb un exemple
quedard més clar. Si tenim un sistema amb un nombre senar d’electrons
sota un camp eléctric E, llavors tots els nivells energétics hauran d’estar
com a minim doblement degenerats. No obstant aixd, només es compleix
quan [H, ©] = 0 ja que si per exemple apliquem un camp magnétic trenca-
rem la degeneracié. En aquest cas, si apliquem un camp magnétic extern
en la direccié z, en una particula d’spin % quan estigui en un estat |[+) no

tindra la mateixa energia que quan estigui en un estat |—).
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Capitol 11

Teoria de Pertorbacions

En aquest capitol presentarem la teoria de pertorbacions, la qual es basa en
intentar resoldre sistemes que tenen un hamiltonia del qual sabem la solucié
exacta perd que presenta una petita pertorbacio, la qual ens modificara el ha-
miltonia vestint els estats i energies propies d’aquest. Primerament, treballarem
la teoria de pertorbacions independent del temps, on presentarem I’estudi de sis-
temes no degenerats i de sistemes degenerats. Seguidament estudiarem 1’atom
d’hidrogen per presentar I’estructura fina i 'efecte Zeeman. El segon gran bloc
d’aquest, capitol sera la teoria de pertorbacions depenent del temps, amb el que
treballarem sistemes de dos nivells, per presentar aquest tipus de pertorbacions
i destacar-ne les sinusoidals. Aquestes pertorbacions sinusoidals, son les que
ens descriuran els fenomens de ’emisio6 i 'absorcié de la radiacio i ’emisi6 es-
pontanea, perd aixo no ho presentarem, doncs es podran trobar amb més detall
a les notes d’Optica. als capitols d’Optica Moderna corresponents a 1’Optica

Quantica.

11.1 Teoria de pertorbacions independents del temps

Quan tenim un sistema de hamiltonia conegut i li apliquem una petita pertor-

bacié, aquest hamiltonid es pot expressar com:
H = Hy+ \H; (11.1)

on \ és el factor pertorbatiu del sistema tal que AH; és arbitrari pero suficient-

ment petit.

Com hem comentat, una part del hamiltonid en sabem les solucions, tal que

312
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si tenim €, i [n) coneguts, podem afirmar que:
Ho|n) = €n |n)

Aleshores, el nostre objectiu és que a partir de (11.1) determinem expressions
aproximades pels estats lligats i les seves energies.
Avaluant la pertorbacié A\, podem observar que pot dependre de:

e Una variable fisica, com per exemple un camp magnétic, que podem mo-

dificar (controlar).

e Un parametre fixe, com per exemple, una magnitud d’acoplament spin-

orbita.

e Un parametre fictici A que introduim per conveniéncia matematica i que

després farem A\ — 1 (com un parametre proporcional).

Si tornem a (11.1), en general, tindrem que el hamiltonia sencer actuara sobre

un estat |1, )com:

Per avaluar-lo, podem desenvolupar ’estat i el valor propi en séries de la per-
torbacio:

En(\) =B 4B 4+ X2EP + 4 AkER =k AED ()
) = [087) + A [pl0 )+ 52 [ 4+ AR [6l) = 5B M [l ()

on 4,j indiquen 'ordre del coeficient de ’expansi6.

A partir d’aquesta expansié podem reexpressar (11.2) com:

k k k
(Ho+AH) YN [5900)) = SINEDN) YN b)) (113)
i=0 j=0

Jj=0

YV A € [0, €] amb € petita.

Com s6n polinomis, podem igualar els elements que acompanyen a les A, gracies

al teorema segiient:

Teorema 11.1. Siguin f(z) = > apz™ i g(x) = > Bnx™ tal que en un cert
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intérval de z f(x) = g(z), aleshores:

an = fBn
Aixi doncs, a ordre zero tindrem:
0)\ _
HO‘¢<0>> _ g ¢<o>> N Nhae >* )
i per tant:
(Ho - E,<;>>) \¢;0>> =0 (11.4)

Pel primer ordre:
NHo [u(0) + M [u)) = AED o) + AED [ )

és a dir:

(- lr) - (0 -y o

Pel segon ordre, si realitzem el procediment de mateixa manera arribarem:

(10— B0) [62) = (50 — 1) o0 + B0 [6) (119

De tal manera que el que obtindrem en general per un ordre r sera:

(Ho = B [00) = (BO = i) [ =) + ED w2 + o B

;°)> (11.7)

A continuacié presentarem I’estudi dels sistemes fisics quantics en la teoria de

pertorbacions per quan tenim o no degeneraci6.

11.1.1 Cas no degenerat

El primer que suposarem és el cas no degenerat, doncs al ser més «facily ens

ajudara a agafar la musculatura adient pel cas degenerat.
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Si el sistema és no degenerat, voldra dir que:
€n # €m, VN £ M = (n|m) = pm

En aquest cas, la soluci6é a ordre zero és trivial:

W)= In)

0)\ — g0
HO )wn > En ESLO) _ .

W) =

que és la mateixa que haviem determinat unes linies més amunt. Per avaluar el
sistema, treballarem amb estats mal definits, és a dir, sense normalitzar; doncs
ens resultard més alleugerant la notaci6 i sempre serem a temps de normalitzar.
Aixi doncs, fixarem una nova normalitzacio tal que (n |,,) = 1 en comptes de la
habitual (¢, |[¢,) = 1, tal que el que tindrem ara sera (i, |[¢,) > 1. Aleshores,

si imposem la normalitzacié sobre els nostres estats:

wﬁf)> 4o+ A (n

(nln) = ([0l + A [pD) + X2 (n o) =1
~——

=|n)

i com ha de ser cert per tot A, tindrem que (n w,(f)> =0perr>0i(n

(0)> —
n) Y =
1, doncs com el primer estat en ’ordre zero hem vist que ‘%(lo)> = |n), si impo-
sem que el solapament és 1, ja no podem afegir més termes d’ordre superior al

zero. Si considerem ‘77/;7(11)> = ‘1/)7(11)>+a £0)>, també és solucié i no té projeccié
en ordre zero.

Avaluem ara 'ordre 1. Si agafem la base del hamiltonia, tindrem:

) = o) m)

m#n

A partir de 'expressi6 (11.5) obtindrem i de la informaci6 de l'ordre zero de que

7(10)> = |n):

(Ho— EL) > ald) m) = (BY — H1) In)

m¥#n

aleshores, per determinar la component, per exemple, ar, hem de realitzar el

solapament (k |m):

(e = D) S ald) (k [m) = (e = en)af) = ED (ks n) — (k] Hy |n)
k#n
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Per tant, aqui hem de considerar dos casos:

D Per £ = n la solucid és directa:

E{Y = (n| Hi In)

D Per k # n trobem la solucié del vector en primer ordre:

L0 _ K[ Hi|n)

k €n — €k

Si observem la solucié del vector de primer ordre, aquest tindra la forma segiient,

a partir de la definicié prévia:

p) = 30 W (118)

€p — €
litn n k

Afegint ara el parametre pertorbatiu a (11.7):

)\‘w£l1)> — Z (k| Ay |n) k)

€n — €
ktn n k
i sera necessari que (k| A\H; |n) sigui petit respecte €, — €, és a dir:

[LPLATES

€n — €k

Es important veure que aquest cas que estem avaluant és el cas no degenerat,
doncs €, — € # 0, ja que n # k. Més endavant ja veurem el cas degenerat, on
s’haura de tenir en compte si ho esta o no doncs observem que si ho esta, (11.7)

divergeix.

Si ara ens fixem en (11.6) per extrapolar l'ordre r:

(nl (Ho — ) ‘w;ﬁ> = = (| Hy [T 7) + 04 o+ 0+ B (n ‘¢;0>> -0
on observem que tenim zeros a les sumes, ja que com haviem dit abans tindrem

que (n wr(f)> =0 perr > 0.

El que si que podem fer és veure com actua aquest estat d’ordre r desenvolupant-
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lo en séries de |m), amb m # n:

(nl (Ho — E)

90) = (ol Holwld)) — | BD u)) =
o el B0 i) -

n#Em

= Z cm6m |m + E(O) 0=0

n#m

Aleshores, el que tindrem sera que per r > 0:
B = (ol Hy [0 (11.9)

Si ara utilitzem Pexpressié (11.8), veiem que per r = 2 obtindrem:

Hy |k) (k| Hy |n) (H1),,  (H1)y, |(H,)

E@ — (n| _ n, kn

" k;ézn €n — €k I;,L €n — Z €n — €

on hem tingut en compte que H; és hermitic al ser un observable.

Aquest resultat és especialment rellevant quan E = (n|Hy|n) = 0. Per

altra banda, observem que si avaluem a ’estat fonamental, obtindrem:
E” +AE" > E,

tenint que l’energia de l'estat fonamental a primer ordre en teoria de pertor-
bacions és una cota superior a ’energia fonamental exacta (Fy), que és el que
realment féiem en el capitol anterior quan estudiavem un sistema a partir del

métode variacional.

De la mateixa manera que hem fet per r = 2, podem determinar la correc-
ci6 d’ordre 3 (r = 3):

Er(lg) _ Z (Hl)nd (Hl)dl (Hl)ln _ (Hl)nn Z (Hl)nk

2
€n —€) (en — € -
d,l#n ( n l)( n d) ktn (Gn Gk)
i aixi els ordres de correccié amb qué volguem avaluar el sistema.
Per clarificar una mica tots aquests conceptes, realitzem un exemple proposant

un hamiltonia
H=Hy+ H,
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amb
2
Hy =2+ %mwzxz
H1 = bz
de tal manera que:
P 1
H= o + §mw2x2 + bz (11.10)

Podem treballar directament amb aquesta expressié o bé amb 1’expressio alter-

nativa segiient:

21 b \° 2
H = p—+fmw2 x+ -
mw? 2muw?

(11.11)

Treballem primerament amb (11.10). Si avaluem les energies tal i com hem

presentat anteriorment, calculant cada ordre, obtindrem®:

e Per ordre zero: E,SO) = (n|Hyn) =€, = hw (n + %)

o Per primer ordre: B\ = (n| Hy |n) = b(n|z|n) = by/ 52— (n| (@' + a) |n)
0

o Persegon ordre: B2 =30 2 [o¢mla|m)® _ p2_h [-ntl 4 on ] - b

M#EN  €p—€m 2mw 2mw?

Aleshores, només tindrem una correccié de segon ordre, tal que energia total

sera:

B B0 L E® _po(ni) oY
" " " 2 2mw? " 2mw?

Avaluem ara el sistema a partir de (11.11). Podem veure que aquesta forma
d’expressar el hamiltonia és més elegant, doncs si realitzem el valor esperat,
obtindrem l’energia ¢,, corresponent al hamiltonia de I'oscil-lador harmonic pero
amb una contribucié dissipativa lineal corresponent a la pertorbacié aplicada.

Matematicament: 2

2mw?

(H)=E, =¢,

LUtilitzant la definicié de la posicié en funcié dels operadors de creacié i destruccié.
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11.1.2 Cas degenerat

A continuaci6 estudiarem el cas degenerat i, per tant, existiran n i m tal que

. . . . . 0
tindran la mateixa energia €, = ¢,,. En aquest cas, seguim tenint que Efl ) = €n,

perd ara wglo)> # |n); per tant, hem de proposar una base diferent que tingui

en compte aquesta degeneracid, com per exemple {|n, 1)}, tal que:
Ho [ = ER [w0) = Ho In.1) = e In.1)

amb [ com el grau de degeneracié del nivell energétic €, tal que | =1,...,d,.

Aquesta nova base és ortogonal, tant per 'index n com per [, és a dir:
<n7l |ma k> = 5nrr7,5lk

per tant, el nostre estat a ordre zero vindra determinat per:

dn
o) =3 anln 'y = Ho ) (11.12)

I'=1

¥l =en

k .
wz(,j)> = |Zvj>(k)‘

per alleugerar la notacié farem servir que

Si ara busquem l’energia a primer ordre:
1
(Ho = en) In.0) oy = (B = H1 ) In.) (11.13)

Si ara realitzem el solapament amb un estat (g (n, s|:
1
) (sl (Ho = ) In Dy = D ) (sl (B = Hy ) In, ') an =
l/

1
= (en —€n) (0) (N, 8| N, D) () = Z (E»,(l’l)(ss,l’ — (0) {n, 8| Hy |n, l’)(o)) =
l/

0 = Y (B = o (sl Ha o))
l/

aleshores:

Z (0) (n, s| Hy [, l’>(0) = Esl)cz,s
l/

i finalment tenim:
~ 1
Hn, 1)) = By n,0) o) (11.14)
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Aixi doncs, si tenim €, ; = €5, (0) (1, 5| H1 |n, l>(0) # 0 tal que:

o) (n,s| Hy |n,l>(0) =) (n, 3] H \n,l>(0) X 05,1

definint H; = H; com el hamiltonia d’interaccié i H és la restriccio de Hj al
subespai degenerat €,. Aleshores, per (11.14) obtenim que I’energia en primer
ordre sera:
1
E7(1,l)(0) =(0) <7’L,l|H] |7’L,l>(0) (11.15)

i per la de segon ordre tindrem:

2
[ (', Hr n, Do

(2) _
B =Y P — (11.16)

n s

Si observem (11.14) podem notar que no tota la base {|n, s>(0)} és bona. El que

volem dir amb base bona és aquella base que diagonalitza el nostre hamiltonia
d’interaccié6 Hy en el subespai degenerat. Per determinar aquesta base bona,
doncs, hem de resoldre la segiient matriu:

(n,1| Hy |n, 1) (n,1| Hr |n, 2) (n,1| Hy |n,dn) c1 c1
(n,2| Hy |n, 1) (n,2| Hy |n,2) (n,2| Hy |n,dy) c2 . c2
1
. . . =E,
(n,dn| Hr [n,1)  (n,dn|Hr|n,2) -+ (n,dn| Hr|n,dn) Cdp, Cdp

més endavant veurem alguns exemples per facilitar la comprensié d’aixo.

Si ara volem calcular ’estat propi fins a primer ordre, ho farem de forma anéalo-
ga al cas no degenerat, aplicant (m, s| per determinar la component m,s-ésima
en la base {|n,[)} a l'expressio (11.13). Si avaluem primer la part esquerra de
(11.13):

(m,s| (Ho =€) In, 1) (1) = (Em — €n) (M, s [0, 1) (1) = (Em — €n) Qs
observem que si m = n s’anul-la, per tant, només suposarem el cas m # n.

Si ara avaluem la part dreta de (11.13):

(m, | (Efj} - Hl) Doy = ENSumdis — (m.s| Hiln,l) o) =
= 0—(m,s|Hy|n,l)q
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Per tant, si aillem:
(m.s| Hi n, 1) o,

Am,s =
€n — €m

on finalment obtenim 1’estat:

(1)> Z Z

m#n S

(m S\Hl |n 1)

In, 1) © 1y, s) (11.17)

Anem a veure els exemples que haviem dit per clarificar les idees.

Exemple 11.1. Estat fonamental amb doble degeneracio.

Suposem un hamiltonia de la forma segiient:

et 0 0 O 0
0 ¢ 0 O
H=Hy+ \H, = 0 0 e O + v
0 0 0 e3
0 0 0 O

on definim W com la submatriu 2x2 corresponent al subespai degenerat. Aquest
subespai degenerat correspon a la degeneracié de l'estat fonamental i la subma-
triu compleix:

Wi; = (1,4 H1 |1, j)

Aleshores, la base bona ha de ser una combinacio lineal dels estats propis de Hy:

Py =oaq |1, 1) + 5]1,2)
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i al ser la bona, ha de diagonalitzar W, per tant:
1 1
W =B 1, Doy (L1 + B} 11,2) 00y (1,2l
tenint forma diagonal.

Si diagonalitzem la matriu per obtenir els valors propis E%ll) i E§12)

Wi —A Wia
= (Wit —A) (Wag = X) = W Wip =0
Wa Waz — A

considerant que W és hermitica, tindrem que W35 = Ws; i resolent 'equaci6 de
segon grau anterior obtindrem els valors propis segiients:

Wi+ Wae £ \/(Wn + VV22)2 +4 (W11W22 + \W12|2)

_ (1) _ _
A = Ey = 5 =
Wi + Was £+ \/(Wu — Vsz)2 +4 WV12|2

2

D’aqui podem avaluar dos casos particulars:

1. Si tenim W35 = Wy, = 0, aleshores des d’un bon principi tindrem una

matriu diagonal, tenint ja la base bona:

wﬁfg> = |n,0) gy = In. D)

2. Si tenim Wy, = Wao = 0, llavors tindrem una matriu antidiagonal:

0 W
W= 12
Wi 0

de valors propis Ey = 4 |Wia].

Per tant, veiem que és crucial determinar la base bona i aquesta serd aquella
que compleix:
(0 {n, 1| Hy |n,l/>(0) =0 (11.18)

per l #£1'.
Per altra banda, si la pertorbacié té una simetria manifesta, el corresponent

observable ens pot ser 1til per definir una base bona, ja que ens ajudara a iden-

tificar un observable que commuti amb el hamiltonia Hy, doncs si [M, Hy] = 0,
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essent M D’observable adient, tindrem per m, # my:

O —m,

M) = mf”)

(0)

a

M

i, aleshores:

0 — <¢g0>‘ (M, H,] ’¢£0>> — <¢g°>‘MH1 —H M ‘¢§°>> —
= (ma — mb) Wab — Wab =0

tenint que {

¢50)> , ‘¢é0)>} és una bona base.

Exemple 11.2. Pou cuabic infinit de tres dimensions.
El sistema fisic el podem veure representat a la Figura 11.1. En aquest cas,
el nostre hamiltonid estard compost per una part d’energia cinética i una de

potencial, tal que ve definida per:

0 si0O<zxy,z<a
V(e.y,2) = !
© siz,y,z<0iz,y,z>a

Figura 11.1: Representacié esquematica del pou cubic infinit on la pertorbacio
augmenta el potencial en quantitats de V; en la zona més fosca.
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Si ara afegim el terme corresponent a la pertorbacio:

H - Vo si0<z,y<3g

0 sizy<Oizy>3

En el capitol 4 i 5 vam presentar les solucions pel pou unidimensional i pel pou
esféric infinit, coneixent els estats i els valors propis del seu hamiltonia, que ara

en el nostre cas és Hy i que ens vindran definits per:

1?7(12),%,712 (r,y,2) = (%)% sin ("Z”x) sin (n;”
Tr2h2

2ma?

y) sin (";” z)

Ef(l?c),ny,nz (n17 Ny, nZ) (ni + ngz; + ng)

tal que n; =1,2,3, ....
Aleshores, en aquest sistema ’estat fonamental no esta degenerat, doncs aquest

seras:

Pero per altra banda, el primer estat excitat si que esta degenerat, doncs:

w2h?

ma?

0 0 0 0
B = B = B0, = P, =
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amb uns estats corresponents a la correccié d’ordre zero:

[Va) = [Y112) 0y 5 [¥6) = [¥121) )5 [¥e) = [W211) (g
que formaran un subespai degenerat.

L’energia en l'estat fonamental pujard i per determinar quant hem d’ava-
luar les correccions a primer ordre de 'estat fonamental. Com aquest no esta
degenerat el calcul és facil:

2\3 7
E§l> = (¢Y111]| H1 \1#111):(7) Vo /sin2 (Ea;> dz
a a
0
s .
.o (T .o (T
—y ) d —z)d =
[ (25) (/ (=) )

SVaaa

Vo

1
a3 %442 1
Ara avaluem la correccié en primer ordre del primer estat excitat. Per fer-ho
haurem de realitzar més calculs, doncs al estar degenerat la base que tenim no
ens serd la base bona. D’aquesta forma, hem de calcular totes les components

de la matriu corresponent al subespai degenerat:

1
Waa = Wbb = ch = ZVO
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Wac = Wca =0

Aleshores, obtindrem que la matriu del subespai degenerat sera:

10 s (100
— 16 _ 20
W=W|o0 3 g |[=5|01 K

0 5% & 0 K 1

on hem definit K = (3%)2 ~ (.7205.

Ara hem de diagonalitzar per determinar els estats i valors propis. Aquesta és
simple, doncs podem veure que el primer element ja serd un valor propi (%) i
la submatriu restant és la suma de la I + Ko,, que els seus valors propis seran:
1+ K. D’aquesta forma els estats seran els corresponents a la correccié d’ordre

zero o bé combinacions lineals d’aquests. Per tant, si ho presentem formalment:

[0y = oy B =20

) = % (Jhn) + [v0e)); ESD = % (1+K)
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on si presentem els valors d’aquests nivells superior i inferior al que tenim sense
degeneracio:

Voo ) Vo
25 B = 027195,

Finalment, ’energia en el primer ordre de pertorbacié per ’estat fonamental

E{) = 1.7205

sera:

Ei(\) = B9 4 ApM (11.19)

i pel primer estat excitat:

Eao = B +AESY
Ey(\) = By, = B +AESY) (11.20)
EQ(; = Eéo) +)\E§1_)

A la Figura 11.2. es pot veure una representacié aproximada de l’energia en
funcié del potencial pertorbatiu, on es pot observar que el fonamental resta
inpertorbable, perd en el primer estat excitat aquesta pertorbaci6 fa augmentar
la degeneraci6, separant Eéo) en tres nivells diferents d’energia tal i com hem

vist en (11.20).

Localment serd com es presenta a la Figura 11.2 quan Vj sigui petit,
perd quan la pertorbacié sigui gran, V{ serd gran i el sistema no podra
suportar-ho.

En resum, el que tindrem en aquests tipus de sistemes, tal i com haviem vist al
primer exemple, és una matriu composada pel fonamental i els espais degene-
rats. Per construir-la ho fem a partir de la definicio de (11.1), tal que pel nostre
pou cubic infinit tindrem:

e 0 .- (Y111] Hi [¥111) termes
€9 0 0 termes Wsges indiferents

B 0 0 e 0 -
H = Hyp o o o 0 + indiferents

on les matrius W i W corresponen a les matrius diagonals - base bona - dels
subespais degenerats del primer i el segon estat excitat respectivament. Per
presentar un sistema amb les seves energies exactament hauriem de determinar

totes les bases bones dels subespais degenerats.
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E 4 .
Ly,
B B ,,r-)"'/EQa
/,:/‘://.,"’//_ - — EQC
Eém e
B = B e
B

Figura 11.2: Representacié aproximada de I'estat fonamental i el primer estat
excitat (juntament amb la separacié dels tres nivells energétics) en funcié del
potencial pertorbatiu.

11.1.3 Estructura fina de ’atom d’hidrogen

Per avaluar l'estructura fina, estudiarem ’Atom d’hidrogen, doncs sera un dels
sistemes més simples per estudiar-la. Els estats de I’atom d’hidrogen a primera
vista semblen totalment degenerats, pero si ho mirem de més «a la voray veu-
rem que hi han desdoblaments per a cada nivell energétic n. Aleshores, si volem

veure aquests nous nivells hem de tenir en compte diverses correcions:

e Estructura fina: Es produeix per efectes relativistes (~ a*mc?), amb

o ~ 1= com la constant d’estructura fina, definida a (1.40).

e Lamb Shift?: Correspon a la teoria de PELECTRODINAMICA QUANTICA
(QED) i és un fenomen observat per la quantitzacié del camp eléctric

(N a5m02).

e Estructura hiperfina: interaccié6 magnética entre el moment magnétic de

Pelectro i el proto (~ meatme?).

En el cas que volem tractar, només ens interesa la primera correccié. Aleshores,
com ja hem vist anteriorment, I’energia de I’atom d’hidrogen ens ve determinada

per:
_, e 1

C2m B 4meg r

Hy =

2L’estudiarem de forma introductoria a les notes d’Optica al capitol d’Optica Quantica.



CAPITOL 11. TEORIA DE PERTORBACIONS 329

on ara els nivells energétics ens vindran determinats per

on per arribar fins aqui hem hagut de realitzar aproximacions com la de la massa
reduida, la qual cosa fa que Hy no sigui 'expressié exacta a la realitat.

Aleshores, haurem de considerar els efectes relativistes i de la mecanica quantica
relativista, utilitzant I’equacié de Dirac® per 2 < 11 afegint diverses interacci-
ons, obtindrem que el nostre hamiltonia haura de ser de la forma:

2 p4 1 1 ﬂ2 . h2

H=mc*+L2 +v(@r)- ~29L.
me 2m +V(r) 8m3c2  4m?2c2 r dr + 8m2c?

ViV(r)  (11.21)

on el terme potencial continua sent el potencial de Coulomb.

Velem qué significa cada terme, assignant-lis un nom i redefinint el nostre ha-
miltonia (11.21):

e El primer terme fa referéncia a ’energia en repos.
e Kl segon i tercer terme seran el nostre Hy.
e El quart veurem d’on surt a continuacié i 'anomenarem com V,4s5.

e Kl cinqué és el corresponent a la interaccié spin-orbita, anomenant-lo com
Viso-

e El darrer terme és el que s’anomena terme de Darwin, el qué anomenarem

com Vp.

Aleshores, podem redefinir (11.21) com:

H =mc® + Hy + Vinass + Vao + Vb (11.22)

Per tant, si volem determinar el terme de correccié de la massa, hem de realitzar

3L’equaci6 de Dirac s’escapa del que volem presentar en aquestes notes, tot i aixf, presentar-
la correctament no costa res. El que ens diu en esséncia és que ’equaci6é d’ona és una relacio
diferencial lineal entre components dels spinors formada a partir de "operador ﬁa[‘}' Aleshores,
per la condicié d’invaridnca relativista es fixa el segiient sistema d’equacions:

p*Pny = me,

DPpas™ = mng
essent ’equaci6 d’ona relativista i coneguda com equacié de Dirac. Els termes £ i n4 son
els termes 4-spinors que intervenen en la descripcid de la particula en un sistema de referéncia
arbitrari.
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una correccio6 relaivista* de I’energia cinética (T):

2 2 c?p? 2
T = m?ct+c2p? —mc® =me\ |1+ —5— —mc” =
m2c
) me? [ p? - 2 [ 2p? 2 - .
2 m2ct 8 m2ct me =

2 1 2\ 2 2
_ <p> LO) = 2 4 Vi
2m

|
:
:
|

on hem fet servir el desenvolupament en Taylor /1 +z~1+ 5 — ”—82.

Comencem calculant la correccié a primer ordre de V,,4ss. Primer de tot hem
d’avaluar quina és la base bona i observem que com és simétric sota rotacions

al ser proporcional a p?, tindrem que:

{me E] _ ) [Vinass, 2] =0
, [Vinass, Lz] =0

i com sabem que els estats propis de L? i L, presenten una base a {|l,m)},
per buscar una base bona pel nostre potencial, podem fer actuar la base propia
d’operadors que commuten amb aquest. Si per exemple treballem L, :

L. (Vmass |n7 l7 m)) = VimassLz |n7 l7 m> = Vinasshm |n7 la m> = hm (Vmass ‘nv l7 m>)

aleshores, la nostra base bona sera {|n,l, m)}, tal que complira:
<n7lam‘ Vtrnass |n/7l,7m/> = 05 l # l/a m 75 m/

Per tant, la correccié a primer ordre de I’energia corresponent a aquest potencial

sera.:

1 p? ?
1 — — —
Efnass (1) = (0,1, m| Vinass [0, 1, m) = = — (n, 1,m <2m> In,l,m) =

sabent que T'= Hy — V:

1 1
= =5 (nml (Ho = V)? n,ym) = = (n, L, m| H§ + V* = HoV = VHo |n,l,m) =

4Podeu consultar a les notes de Mecanica Classica, a la part de «Relativitat especialy per
recordar algunes de les formules que presentarem.
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els operadors Hy i V no han de perqué commutar, pero el que si que sabem és

que so6n hermitics, aleshores si avaluem el valor mig i fem ’adjunt:
(HoV) = (HoV)' = ((HoV)") = (V' H]) = (V Ho)

per tant, si en la correccié a primer ordre de E,,,ss avaluem els valors mitjos

tindrem:
1
= Egc)zss 72m62 (<H§> + <V2> -2 <VHO>) =
1
B = =gz (HB) +(V®) = 260 (V) (1123

on hem utilitzat que Hy |n,l, m) = €, |n,l, m), definint EY = €n-

Ara, per avaluar els valors esperats de (11.23) ens seran Tttils les expressions
(5.100) i (5.101)°, aixi doncs, (11.23) quedara com:

1 22 1 2
E’V(Y}()ZSS = - 2 631 + - P N 26n < ) =
2mc dreg ) agn® (Z + 5) 4meg agn
1 9 4ne? 1, 4n
= — n o_ 2-2 n = — —3 =
2mc? {en-l- l—i—% € ] 2m02€” + l—|—%
-3 1
EL = el 2 (23 11.24

on hem utilitzat relacions ja conegudes com:

e? Ler 1 1, , dmegh?
aO=——; €, =—= — = —a’mc’; ag =
dreghe’ " 24meqgn? 2 0

me?

Aixi doncs, obtenim una correccié que és proporcional a a*mc?, tal i com havi-
em presentat en la primera correccid, corresponent a l’estructura fina que és el

cas que estudiem.

Anem a calcular ara el terme V,,. Per fer-ho, ens situem en un sistema d’un
electré centrat i un proté donant voltes. En aquest cas, el sistema de referéncia
de P’electrd patird un camp magnétic B a causa del moviment del proté (fard un
efecte semblant al d’una espira) el qual generara un spin. Aquest spin el repre-
sentem amb el moment angular intrinsec, que en aquest cas serd equivalent al

moment magnétic de ’electré que tendeix a alinear-se amb el camp magnétic.

()= (3) = o
r/ aom?’ \r2/  a2nd(I1+3)

5Recordant-les:
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Aixi doncs, el hamiltonid corresponent al sistema sera:
H=—ji-B (11.25)

Aleshores, el camp magnétic del proté es calcula a partir de la llei de Biot-Savart,
tal que si la distancia que separa al proté i a l’electr6 és r, sera:

_ Hol _ poe

2r 2rt
tal que 7 és el periode de I'orbita que descriu el proté al voltant de ’electré.
Per altra banda, el moment angular orbital de ’electré sera:

2rmr?

L=rmv=

T

tal que si el camp magnétic i el moment angular orbital apunten a la mateixa

direcci6, obtindrem:

- toe = e 1 -
B = L= L 11.26
4mr3 4meg me2r3 ( )

1
Veopo "

on hem utilitzat la definici6 ¢ =

Per avaluar el moment magneétic, tal i com hem dit anird associat al moment
angular intrinsec i serd proporcional al moment giromagneétic. Per estudiar-lo,
considerem una carrega i massa ¢, m, respectivament tal que aquesta rota al
voltant d’un anell de radi r amb un periode 7. Aleshores, el moment magnétic
ve definit pel corrent vegades superficie, és a dir:

q7TT'2
'LL =

T

i el moment angular intrinsec serda el moment d’inércia de l’anell vegades la

velocitat angular, és a dir:

2rmr?

S =

-
Finalment, fent ds de la definicié de la proporcié giromagnética i considerant

que les direccions del moment magnétic i angular intrinsec sén les mateixes o

7= (3m) ?

oposades:
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Aquest perd és una visio classica. A la quantica, el moment magnétic dipolar

és dues vegades la soluci6 classica, tenint per ’electro:
g (11.27)

Introduint (11.26) i (11.27) a (11.25), obtenim:

2
H:(e ) LI (11.28)

dmeg ) m2c?r3

Per altra banda, podem avaluar aquest potencial d’una altra manera. El camp
eléctric ens vindra determinat per:
- 7oV
el =-VV =-—
r Or
com hem dit, el sistema de referéncia de ’electr6é patird un camp magnétic B
a causa del moviment del protd, tenint que la relacié entre el camp magnétic i

eléctric la podem determinar a partir de la forca de Lorentz, obtenint:

. - 11
H = —gB=-28B=-"(v 11av _
me me er dr
1 - -14dV
H=——-85L-—— 11.29
m2c? r dr ( )

Observem que tant 'energia (11.28) com (11.29) correspon el potencial d’inte-
raccié spin-orbita, exceptuant un factor 2% que és a causa de variar el sistema
de referéncia natural a un sistema de referéncia no inercial”. Concretament, en

el nostre sistema ens falta afegir un factor 1, tenint que (11.28) i (11.29) seran:

Ty LI, ¥ (11.30)
S0 T\ 8weg ) m2c2r3 )
: 1 1dV
Vie=H=——8L-— 11.31
2m2c2 r dr ( )

6 Aquest factor s’anomena Factor de Thomas o Precessié de Thomas.
7 Aquests aspectes fisics corresponen a la teoria Electrodinamica i un bon llibre per consultar
els sistemes de referéncia podria ser el Jackson
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respectivament.

Per altra banda, observem que aquesta interacci6 és deguda a 1’acoblament
entre el moment angular orbital i el moment angular intrinsec de ’electro6, per
tant, podriem haver encarat el calcul del potencial a partir de ’addicié de mo-
ment angular®. No obstant aixo, el que ens cal ara és determinar la base bona,
doncs si avaluem sobre la base {|l,m)}veiem que els estats estan degenerats i
que

[Vio, L] # 0

Aleshores, hem de trobar el generador de rotacions global simétric en el nostre
Vso, €s a dir [Vso,f] = 0. Aleshores, aquest moment angular ve definit per
(7.1)° i per tant:

J2:L2+SZ+2E-5‘:>E-g‘:%(ﬂ—LZ—SQ)
el que ens diu que:
[LQ,E-ST} )
s, L:8] =0
[ﬂ,iﬁ} —0

per tant, la base bona sera {|n,l,s,j, M)}, essent M la corresponent a J, per
I’addicié del moment angular intrinsec i orbital. Aixi doncs, aquesta base com-
plira:

<n7 l/7 Slvj/a M/‘ ‘/SO |n7 l7 S7j7 M> X 6l’l6j’j6]W’]W
Aleshores, un cop escollida la base bona, podem procedir a calcular el primer

ordre de correcci6. Per fer-ho, realitzarem ’estudi tant per l'expressio (11.30)
com per (11.31).

Si comencem per la primera:

EY) = (nls5,.5,M|Viln,l,s,j,M)=
62 1 1 2y
= — ) EG+)—1(1+1)—s(s+1))
n,l

8meg ) m2c? \r3

)

sabent que al ser un electr6 s = % i que tenim per definicio:

(%), = e
13 )y a1+ 3) (1 +1)

8Explicada al capitol 8
9 =L+ S
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tindrem:

2 2 /1 3
gy — () /-2 G+ —1(+1)—2) =
Y - (=) 2=z I LA IR
_ ¢? o (iG+D) -0+ -3 _
dregagn® ) 4m2c? Il+3)(1+1)
. (Ry h? G+ -1+ -3 _
n? ) 2na3m?2c? l (l + %) (I+1)

h2 (j(j+1)—l(z+1)—§> _

— |€n|

2naim (l+ %) (I+1)
len| 02 (j(j+1)—z(z+1)_f;>

n 2 Ll+3)a+1)

. 2 .
on hem fet servir que |e,| = 2F = (Sws:amﬂ) fa=

Si ara ho fem per (11.31), tindrem:

EY) = (U8, j, M|V n,l,s,j, M)

h? . 3 1dV
- W<J<J“>‘”l“>‘4)<m>ﬁ
h? e 1 JU+)—1+1) -5
 4m2c? dmegn? a@n l(l—|—%)( a
o lele® (jG+D -1+ -8
S on 2 L(i+3)(+1)

cosa que ja esperavem al tractar-se de la mateixa expressio.

Observant ambdues expressions pero, veiem que divergeix per [ = 0, perd amb

un zero al numerador per la contribucié de ’energia. Per tant, quan [ = 0,

direm que:
1
E() (n,l =0,j= 2) =0

Per altra banda, el moment angular només tindra dos valors possibles, tal que:
1
=1+ =
J 2

Per tant, quan [ # 0, podem simplificar ’expressié de Eg},) de la segiient manera:

o j(j+1)—1(l+1)—3=lperj=1+1

o j(j+1)—1(l+1)—3=—(I+1)perj=1—1



CAPITOL 11. TEORIA DE PERTORBACIONS 336

Aleshores, tindrem que quan s = +%:

l
LI+3)1+1)

iquan s = —%:

—-1-1 R 1
i+ a+1 ) 2

(11>1<11>
+1 1) 2\u+t i+

Aixi doncs, com sén el mateix valor, obtindrem finalment que la correccié a

primer ordre del potencial d’interaccié spin-orbita sera:

_lenl 2 1 _ 1 i
pade! <l+l j+%) sil#0
0 sil=0

E() (n,1,5) = (11.32)

Ara només ens queda avaluar el terme de Darwin. Aquest terme ens ve de-

finit per:
h? V2 h?  4me

VD = ——F= = — —
8m?2c2 8m2c? 4meg

Pn (T)

on pp(r) és la densitat de carrega del nucli. Com el nostre potencial (de Cou-
lomb) esta generat per una distribuci6 de carrega puntual, aquesta densitat de
carrega sera:
pu(r) = Zed*(r)
Per tant:
Zh2e?

Vp= oo
8m2c2eg

53(r) (11.33)

Anem a calcular la correccié de primer ordre (Vp), ;. Realitzant la integral
corresponent (ia Z = 1):

h2e? h2e2 1

1) _
E n
8771262 [n2(0 )|

—5 5~ 301
——3 3Y,0
8m2c2eg mniag
doncs les tniques funcions d’ona que no s’anul-len a = 0 sén les §;9. Tenint

doncs al final:
EY) = @oﬂcsw (11.34)
n
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tenint que s’anul-la per [ # 0 i quan [ = 0, tindrem:
EY) = %oﬂ =EL (1 0)

i per tant:

n 1 1

EY) + EY :|€|a2< —_ 1> (11.35)
n l+§ j+§

Vliperj:l:t%.

Finalment, si sumem (11.24) i (11.35) obtenim:

n 1
+EY +E = Len] o2 ( i ) (11.36)

(1) _ (1) 2
AEps =E n 4dn j—&-%

mass
determinant la correccié a primer ordre de ’energia que ens generen la dege-
neracié en els nivells de I’atom d’hidrogen corresponent al que es coneix com

estructura fina (FS).

A la Figura 11.3. es pot observar la degeneracié esmentada, doncs pren el ma-

teix valor pels dos valors de | = j:i:% i per tots els (25 + 1) valors possibles de M.

n=4 pse— ﬂ_:::ﬁé J=3
_— LT =3/
J=12
n=3 o J=5/2

4
/4
|

- n=2 =
S WEATI R S T el b
j=1/
~10.2¢V
—13.6eV n=I —
~ 1.8107%cV N =1

=0  I=1 =2 =3
s) (F) (D) (F)

Figura 11.3: Representacié dels nivells energétics de ’atom d’hidrogen incloent-
hi ’estructura fina.
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11.1.4 Efecte Zeeman

Anomenem EFECTE ZEEMAN!C al desdoblament de les linies espectrals de
I’atom en preséncia d’un camp magnétic extern fixat. La interaccié del moment
magnétic orbital i del moment magnétic intrinsec (spin) amb el camp magnétic,

doéna lloc a un terme adicional en el hamiltonia, tal que:

—

Hyz = — (AL + fis) Beat (11.37)

Aleshores, aquest camp magnétic extern ens trenca la simetria rotacional que

té I’atom i ens fixa un eix predominant, que escollirem l’eix 2.

Tal i com hem treballat anteriorment amb la interaccié spin orbita, els mo-
ments dipolars magnétic i orbital de (11.37) ens venen definits respectivament
per (11.27) i

e -
(i, = ——1L 11.38
Ar=—5 (11.38)
obtenint que el nostre hamiltonia sera:
Hy— -5 (f,+ 2§> Bows (11.39)
2m

Com hem dit, hem trencat la simetria rotacional i per tant J?no es conserva.

Per altra banda, com l’eix z és un eix privilegiat, J, si que es conserva.

Aleshores, estudiarem ’efecte Zeeman segons de quina magnitud sigui el camp
magnétic exterior al queé esta sotmeés ’atom. A partir de la definicié del magnet6
de Bohr!! (3.24) tindrem que:

on
pup = 9.27-10 24?

i a partir d’aquest valor, podem fer-nos una idea de l'ordre de magnitud del
que parlarem per comparar el nostre hamiltonid amb un potencial d’interaccid
spin-orbita, doncs:

V

e
Hy ~ 0.6-10*4B?

Vi ~ 107 %V

Aleshores, veiem que el hamiltonia corresponent a l’efecte Zeeman depén del
camp magnétic B. Per tal de ser comparable amb V,, hauriem de tenir un
camp magneétic de 'ordre de 1 T, el qual és molt intens.

10 Aquest efecte ja el vam presentar de forma molt introductoria a la seccié 1.3.1.
essent aquest el valor aproximat del moment angular intrinsec de I’electro.
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Si escollim el sistema de referéncia tal que l'eix z estigui orientat en la direccid
del camp magnétic (éwt = Bé’z), (11.39) sera:

Hy (L. +2S.)B (11.40)

e
- 2m
Aixi doncs, avaluarem aquest hamiltonia comparant-lo amb el hamiltonia de
Pestructura fina, segons si el camp magnétic és moderat (petit) o camp magné-

tics molt grans.

11.1.4.1 Camp magnétic moderat (o petit)

Per camps magnétics petits o moderats tindrem que Hzy < Hpg i per tant
tractarem Hyz com una pertorbacié sobre el hamiltonid Hy + Hpg, calculant la
correcci6 en ’energia a primer ordre. Ens caldra anar amb compte amb 1’eleccié
de la base en cada subespai degenerat com hem fet anteriorment i, en particular,
al escollir la base bona s’ha d’evitar que el terme pertorbatiu acobli dos estats
de la base degenerada. En altres paraules, la pertorbacié ha de ser diagonal a
blocs, on cada bloc és un subespai degenerat. Si ho presentem matematicament,

primer de tot tindriem:

<n’,l’,s’,j',M’|H|n,l,s,j,M> = <nlvl/’5l7j/aM/‘H0 |nal757jaM>+
+ <’I’L,,l/78/,j/,M/‘HFS |n,l,s,j,M> =

e1 0 0
e O 0

0 0 e O 0
0 0 e

= e3 0 0 0 +
0 e3 O 0
0 0 e3 O

0 0
#
(1)
EL (01) 0
# 0 Epg 0 #
0 0 E(Fl)
+ N 0 0 0
o N o0 0
# # o o N o #
0 0 0 N\
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si ara a més a més afegim un camp magnétic haurem d’afegir el terme:
(0,13 M Hz [ L, M) = P22l 0 10| (L +252) I, s, 5, M)

i ens adonem que com les energies no pertorbades només depenen dels niimeros
quantics n i 7, hi haura degeneraci6 respecte els nameros quantics [ i M que ens
defineixen la base, tenint que, per sort, aquesta sera la nostra base bona, ja que
com L, iS5, commuten amb L?1i J,2:

o . B Y T o .
<n/7l787]7M,|HZ|n71757]7M> = M; <n,7l757]7M,|(L+25) |n7l757.77M>:

= 6Z/Z5M/]\/I

Per tant, ’energia que obtindrem sera de ’estil

+(BD)

n,j

Brtsjm = €n (Eg;> LM

on haurem d’avaluar la correcci6é a primer ordre de ’energia de Zeeman:

B N -
E(Zl) = ,u% (n,l,s,j, M| <L+QS) In,l,s,j, M) =

si canviem L, + 25, per J, + S, fent servir la definici6 de moment angular:

B
E(Zl) = M?L <n7l787j7M| (JZ+SZ) ‘n’l78’j7M>:
pBB

= h <n7l’s’j7M|hM+SZ |n7l7s7j7M>

Ara, per avaluar la contribucié de S, hem de treballar-la una mica a partir de

diverses propietats:

Sigui A = (Az, Ay, A,) un operador que satisfa les relacions de commutaci6

del moment angular:
[Jj, Ak} = ihejklAl

Aleshores podem enunciar la segiient identitat:

[fz, [fz /YH — oR2 (fth *f?) — 45 (/I-f) J (11.41)

12No obstant aixd, no necessariament implica que els estats |n,[, s, j, M) siguin propis de
L.+ 2S,, doncs si li apliquem ’estat:

(LZ +ZSZ) |n,l,s,j, M> # )“nal’s’j’ M)

ja que tindra components a estats amb j' # j. Aquestes components son les que ens cauran
fora del sub-bloc degenerat (com els # corresponents al hamiltonid d’estructura fina de la
matriu anterior) perd que no ens preocupen per avaluacié del sistema.



CAPITOL 11. TEORIA DE PERTORBACIONS 341

Observem que si substituim 1'operador A per S , les relacions es segueixen com-
plint, doncs la primera la vam veure al capitol 7 i la segona identitat es pot

demostrar facilment.

Ara, com la nostra base és propia de J2 i J,, per un operador qualsevol X
tindrem:
G M [2X] 15, M) = G, MJJX = X2 |j, M) = 0

Aleshores, si X = {j?, SZ}:
G| [ 72, |72, 8.]| 1. ) = 0
Si ara de (11.41) nomeés considerem la coordenada z:

0 = 202 (j, M| J2S. + S.J2|j, M) — 41 (j, M] (S-7) J. |j. M) =
= 4R*j (j +1) (j, M| S. |5, M) — 4K° M (j, M| S-J |j, M) = 0

Per tant:
(5-7)

(S:) = WM 5 S (11.42)
on (11.42) correspon a un cas particular del Teorema de projeccid de Landé.
Notem que ens diu que per un estat amb ntmeros quantics j i M, el valor
esperat d’una magnitud vectorial (que gira - actiia - com el moment angular) el

podem pensar com la seva projeccié sobre el moment angular total:

(A.T)
fT> - <f> ARl (11.43)
< 5,M M (J2)
Si ara fem servir la relaci6'® entre el producte del moment angular orbital i
intrinsec amb el moment angular total que vam determinar a partir de (7.1)
per determinar la forma del potencial d’interaccié spin-orbita, arribarem a que

Pexpressio (11.42) prendra la forma:

hM

e = 5D

GG+ +s(s+1))

Aleshores, si introduim aquest resultat a la correccié de primer ordre de I’energia
de D’efecte Zeeman, obtindrem:

W (GG+1)+5(s+1)
EZ_hM(” 2 G+ 1) )
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M

D R

2p,, -~ +1/2

RN ~1/2

-3i2

2p _ +1/2

v = ~1/2

. B +1/2
Sie —<

—12

Figura 11.4: Nivells energétics d’'un atom de sodi (Na) sota l’efecte Zeeman.

tal que si definim un factor giromagnétic g anomenat factor de Landé com:

GG+D+s(s+1))
2j(G+1)

g=1+
obtenim que la correccié de primer ordre corresponent a 'efecte Zeeman sera:
E(Zl) (n7lu8aj7 M) :,U/BMQB (1144)

A la Figura 11.4. es poden veure els nivells energétics d’'un atom de sodi sota

l'efecte Zeeman.

Observem que trobem la notacié espectroscopica, doncs quan parlem d’un estat
I’anomenem:

n2 L
on recordem que els orbitals se’ls anomenen s (per [ = 0),p (per [ = 1),d (per [ = 2),
f (per I = 3), ... Per tant, si parlem per exemple de l'estat |n,, s, j) = |2, 1, %, %),
estarem parlant d’un estat de la forma:

2 P
Qp%
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11.1.4.2 Camp magnétic molt gran: Limit de Paschen-Back

Fins ara hem tractat el cas en el que el camp magnétic era moderat o petit. Si ara
tractem el cas amb un camp magnétic intens (gran)** tindrem que Hz > Hpg,
corresponent al cas anomenat limit de Paschen-Back o efecte Pashen-Back.

Aleshores, hem de considerar que el nostre hamiltonia Hy+ Hy estara pertorbat

per Hpg, tenint doncs que
H=(Hy+ Hz)+ Hps (11.45)

En aquest cas, la base {|n, [, j, M)} no correspondra a la base propia del hamil-
tonia no pertorbat, doncs com hem vist el camp magnétic trenca la simetria de
rotacié i j no es conserva. Només les rotacions al llarg de l'eix z deixaran el
sistema invariant i sera el nimero quantic de J,, M, el que es conservara. Es
immediat veure que la base original o desacoblada {|n,l, m;, ms)} és propia del

hamiltonia de l'efecte Zeeman (11.40), amb valors propis:

13.6eV
En,mhms - — n2 + ,LLBBext (ml + 2ms)
i una degeneracio
my+2(3) =m+1

(m+2)+2(-31) =mj—1

on aquestes energies sén a ordre zero respecte la pertorbacié Hpg.

Si ara calculem la correccié a primer ordre tenint en compte tots els termes
que contribueixen a Hgg, el valor de la correccié pel potencial V.5 i €l terme
de Darwin Vp no varien respecte als nostres calculs anteriors, ja que només de-
penen dels nimeros quantics n, I comuns en les dues bases'®, pero el potencial
d’acoblament spin-orbita si que varia.

Aixi doncs, per realitzar aquesta correccié neceisstarem:

<E.§>m = <Lzsz + % (LyS_ + LS+)> = I2mym

myp,mg

tenint que la correccié a primer ordre de I’energia d’acoblament entre 1’spin i
l’drbita seral®:
B — len| o myms

R NS VY (Y

14 Comparat amb el hamiltonia de Uestructura fina, perd petit comparat amb eV.

15Fs per aquest motiu que en molts llibres de Mecanica Quantica no tenen en compte el
terme de Darwin.

161,a integral sobre la coordenada radial que hem de resoldre ja I’he calculat amb anterioritat.
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Figura 11.5: Efecte Paschen-Back. Cadascuna de les tres linies és en realitat
un doblet estretament espaiat tal i com mostrem a les transicions de més a la
dreta.

si ara sumem els termes de la massa (11.24) i de Darwin (11.34), obtindrem:

13.6eV 2 | 3 L(14+1)—mym;,
Egy=q " 0 Lt () (11.46)
713;?35‘/0&2 (2 —1] ,perl =0

Aixi doncs, el desdoblament de I’efecte Zeeman vindra determinat per:

AEn;ml,ms = /”’BBewt (ml + 2ms)

tenint que al ser la predominant, observarem tres linies (Figura 11.5.). Aquest
fenomen és el que hem anomenat abans efecte Paschen-Back i el canvi de I’a-
parenca de la Figura 11.4 amb la 11.5. és deguda basicament a que el camp
magnétic extern domina l’efecte de ’spin-orbita i desacobla el moment angular
orbital de l'intrinsec per tal que el moviment de precessi6 sobre el camp mag-
nétic sigui gairebé independent. Es per aquest motiu que P’efecte es redueix a
tres linies'”, doncs les projeccions de L es comporten com si S ~ 0.

A continuacid, resoldrem exactament ’efecte Zeeman pel primer estat excitat
(n = 2), on treballarem, evidentment, dins el subespai de n = 2.

En aquest cas, volem determinar particularment com es trenca la degenera-
ci6 dels nivells de I’hidrogen per n = 2 en preséncia d’un camp magnétic
B = (0,0,B). Per fer-ho, treballarem amb una base «quasi» bona, defini-

17Cadascuna de les quals és un doblet estretament espaiat.
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da pels niimeros quantics {n =2,0,5= %,j, M}, corresponents als observables
{Ho, L% 5%, J%,J.}.

Aleshores, tots els possibles estats que pot presentar el sistema son:

\w1>=n,1=o,g—§,M:§>_u_0ml_o> %m:%>
) = |l =0, = 5.0 = =3 ) =l =0, =0) [s = . = 3 )
\77[13)7n,lzl,jfg,M:%>:\l:1,ml71>s:%,ms:%>
|w4>=n,l=1,j=g,M=fg>=|l_1,ml_f1)s—lm—,%>
o =|ni=ti=200= 1) = P53+ innl5-3)
[ve) = n,zzl,j:;M:1>:—\ﬁ\1,0>]1,1>+\ﬁ|1,1>\1,—3>
M T R

-pito= ) ) - ol -4

on hem utilitzat ’addici6 del moment angular. Si recordem breument el ra-
onament per construir aquesta base, com volem construir els estats propis de

{L? 52,72, J.} haurem de seguir els passos segiients:

1. Els primers dos elements sén trivials, doncs no cal composar moments

angulars al tenir [ = 0 i només contribueix ’spin.

2. Comencem per ’estat amb projeccié a l'eix z maxim, és a dir M = 3.
Només es pot assolir aquest valor si cadascuna de les contribucions té
projeccié maxima en aquesta direccio, tenint que m; =11 m, = % Logi-
cament, aquest valor de M només és compatible amb el valor maxim de
j=1+s=3, per tant:

§,M2>|ll,mll> s=

\j

3. Aplicant I'operador d’escala J_ = L + S_ sobre|j = 3, M = ), podem
henerar Pestat amb M = 2 —1 = 1 sense variar el valor de it |2, %), que

és una combinaci6 lineal dels dos anics estats amb M =

|10>11 ,|11>1 1
ZVi - -
272 2T 2

) \
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4. Podem construir una altra combinaci6 lineal amb aquests dos estats que

sigui ortogonal a |2, 1) i que tindra un valor de J. ben definit (M = 1)

i, necessariament correspondra a j = 3'%; tenint per ortogonalitat:|3, 3 ).

5. Genéricament, els altres estats |, M) es poden determinar a base d’aplicar

J_iemprant I’argument d’ortogonalitat tal i com varem veure al capitol 8.

Aleshores, després d’aquest breu recordatori, la contribucié de energia dels
termes d’estructura fina i efecte Zeeman dins el subespai de n = 2, es pot
expressar en la base {|¢);)} com la matriu:

5y — B 0 0 0 0 0 0 0
0 5y + B8 o] 0 0 0 0 0
0 0 v — 28 0 0 0 0 0
0 0 0 v+ 28 0 0 0 0

Hps+Hz = — 0 0 0 0 v — 28 @5 0 0 (11.47)

0 0 0 0 @/ﬁ 5w7%5 0 0
0 0 0 0 0 0 v+ 28 M2
0 0 0 0 0 @ﬂ 57+%5

on hem definit 8 = ppB i~y = ‘6‘—2 ‘EP)’ i hem utilitzat U'expressié de AES;
(11.36).

Observem que els primers quatre estats ja sén autoestats i els primers elements
de la diagonals ens donen els corresponents valors de ’energia. per determinar

els nivells restants, només cal diagonalitzar els dos blocs 2x2 que anomenarem

Aper M = % iBper M= —%, tenint que els valors propis corresponents seran:
2 2
A Z gy By \/472 42842 (11.48)
2 3 4
2 2
)‘(j:B) = —3y— B +4/492 — S48+ = (11.49)
2 3 4
Aleshores el que tindrem és que els nivells degenerats {|n = 2,1, m;, ms)} amb
energia ET(LO:)2 del model idealitzat de ’atom d’hidrogen (Ho = % + 4;250 %) es

desdoblen en vuit nivells d’energia:
En—21= Eéo) —5y+8

B0 = Eéo) —5y—-p
E,—23= Eéo) —v+2p

E,—04= Eéo) —v—28

8En aquest cas no hi ha valors inferiors de j, perd si n’hi haguessin també quedarien
exclosos, doncs aquest valor de M = j,,4. — 1 seria inaccessible per j < jmaz — 1.
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= H
ﬂf[{){fﬂ)}‘lﬂ% Intermedi % Intens

o : :

JL3:] Bext

Figura 11.6: Representacié per ’atom d’hidrogen del desdoblament de Zeeman
per n = 2.

2 2
Bucas = B — 37+ 2 + \/442 +39+

2 3
2 2
Eposg =B =37+ 5 - \/472 +370+ %

0) e 2
Eneo7=FEy’ —3y+ = +1/4y _575+Z

_\/4 2_;764_672

[CI RV G RS Gl e

E,—25 = Eéo) - 37+ 1

els quals els podem veure representats en la Figura 11.6, segons la intensitat del

camp magneétic.

Observant la Figura 11.6. podem observar que les linies que sén absolutament
rectes seran les que hem determinat la pertorbacié exacta d’un d’ells, el que
succeeix és que tots aquests elements propers a 'estructura fina séon de la base
{In,1, 4, M)} iels llunyans a la base {|n,, m;, ms)} tenen una base compartida,
tenint en la Figura que |[j = 3,M = 2) = |m; = 1,m, = ), en que tenen ele-

ments compartits en diferents bases.

Per acabar de treballar I'efecte Zeeman, anem a avaluar els limits que hem

estudiat abans.
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Camps magnétics petits o moderats

En el cas de disposar d’'un camp magnétic extern moderat, tindrem que § < 7.
Aleshores, si expandim les expressions anteriors de I’energia a primer ordre en
[ tindrem:

En_ny =B — 57+

Ep—gs=EY) —5v -1
E,—23= Eéo) —v+2p

Epesa=EY) —v—28

0 28 .
Bp—gay =EY —v+ (M=14,7=13)
1 . 1
En—0a_ = Eéo) -5y + M = 500 = 2)

3
B
3

2
Ep—zpy =By —y - ?B
E,—op_ = Eéo) 57— g

Aixi doncs, en el limit 8 — 0, els vectors propis dels blocs A i B son:

[+ ap = ( (1) ) i[—)ap= ( (1) )

és a dir, coincideixen amb la base on hem escrit el hamiltonia de dalt (la base
bona per Hps:{|j, M)}).!? Observant els blocs A i B, veiem que efectivament
a primer ordre (si no hi ha degeneracio) els elements de fora de les diagonals no
intervenen i que la correccié a ’energia ve determinada exclusivament pels ele-
ments diagonals corresponents als valors esperats de la pertorbacio (v;| Hz |1);).
Logicament, aquests valors séon els que déna ’expressié general calculada amb

anterioritat:

+1)+32—1(1+1
AB, = MppB |1+ 19D e LD

2j(G+1)

19Recordem que per coneixer Penergia fins a un cert ordre O(k), només cal coneixer els
autoestats fins a un ordre inferior O(k — 1).
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Camps magnétics intensos o molt alts

En el cas de disposar d’'un camp magnétic extern intens, tindrem que 5 > ~.
Aleshores, la interaccié amb el camp magnétic domina, podent tractar Hpg com
una pertorbacié. Si expandim les expressions anteriors de ’energia a primer
ordre en ~ tindrem:

E,—01= Eéo) -5y + 8

Ep—gy=EY) — 5y -1
Epens =B —~v 428

B2y = Eéo) -7 =23

7
En:2,A+=E§O)—§7+ﬁ (M +ms=5+5=1)

o 11 11
En=2,A—:E£)—§’Y (M+msz2—2:())

11
En—zpy = EY — 37 (M+m,=—-5+3=0)

7

1 1
Bran- =B~ Ty=5 (M4ms=-3 -3 =-1)

3

Com era d’esperar, aquests valors també coincideixen amb els obtinguts pel limit
de Paschen-Back®®. En el limit v — 0 (ordre zero), els autoestats en aquest cas

no son trivials i ens vindran definits per:

|+>A=j§(f>i—>A=(j§>

1 1 . V2
|+>B:\/§<_\/§>1|_>B:< 1 )

Si ara utilitzem les expressions de |¢;) que hem definit préviament a linici
d’aquest estudi, és immediat veure que els estats |+) AB coincideixen en aquest
limit amb els de la base desacoblada:

11

a=lL0)|g5) 1= |53)

11 1 1
=|1,-1) =, = )i |=),=1,0)|Z,—=
|+>B |7 >’272> 1| >B |a0>‘27 2>

20Podem veure la representacié d’aquestes energies a la Figura 11.6. corresponent a la zona
de camp magnétic intens on veiem que els dos nivells Ey,—2 a— i E,—2 g4 convergeixen a un
mateix valor.
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que efectivament corresponen a la base bona per Hy.

Com hem vist a la Figura 11.6, la solucié exacta (dins d’aquest ordre de per-
torbacions) reprodueix lestructura de nivells (incloent degeneracions) i la de-
pendéncia lineal en 3 en els limits de camps moderats i alts, i interpola els seus
valors per a camps magnpetics intermedis, perdent la dependéncia lineal.

11.1.5 Constant d’acoblament entre spins. Estructura hi-
perfina

Per acabar amb la teoria de pertorbacions independent del temps estudiarem
Iestructura hiperfina, que a primera instancia podem dir que s’origina en 1’aco-

blament entre dos spins i que produeix un desdoblament en els nivells energétics.

Si estudiem un sistema atomic, concretament el de I’atom d’hidrogen, el proté
constitueix per ell mateix un dipol magnétic, tal que el seu moment dipolar és
molt més petit que el de l'electr6é (11.27), ja que la massa esta al denominador
ila del prot6 és més gran:

" ge = _ . ez

= S =——25, 11.50
Hp 2m, p K He e ( )

on g és el factor giromagnétic del prot, amb una descripcié matematica més
complexa que la de D'electrd, perd juga un paper similar?! en proporcionalitat

entre el moment magnétic total de I’electrd (,ul + 74) i el moment angular total

J. Per altra banda, sabem que el prot6 és una estructura composada per tres

quarks.

Si treballem amb l’electrodinamica classica, el dipol ji estableix un camp mag-
nétic tal que:

= 2
B=Cpie)e — i+ %ﬁ&"’ (7 (11.51)

Aleshores, el hamiltonia (11.25) de l’electro, en el camp magnétic que origina el
moment dipolar del proté, sera:

poge? (3 (§p.é;) <§6'5r> - §p.§e)
3

2
4+ 9% 5.5.5% () (11.52)
3mpme

;
Hyp = 3
TMpMe r

21E] factor ¢ de Landé
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Ara, a partir de la teoria de pertorbacions, la correcci6 de primer ordre de
Penergia sera el valor esperat del hamiltonia (11.52) de pertorbacié:

EY = poge’ <3 (gp'a) (gg) _ §p-§e>+

8mmpme r3
2
Hoge g g 2
— (5p-Se 0 11.53
+ g (575:) O (11.53)

Per simplificar 'estudi i presentar de forma qualitativa i introductoria aquest
fenomen, treballarem en el cas de I = 0, o en altres paraules, en ’estat fona-
mental. En aquest cas, com la funcié d’ona presenta simetria esférica, el primer
valor esperat serd zero. De totes maneres, a partir de les definicions de les fun-
cions d’ona de atom d’hidrogen determinem que [t100(0)]* = %ag Aleshores,
de (11.26):

2
By = 2% (5,8, (11.54)

3
3mmpmeag

tal que aquesta energia és 'anomenada energia d’acoblament spin-spin,
doncs tenim el producte escalar de dos spins. En preséncia d’aquest acoblament
spin-spin, el moment angular intrinsec del prot6 i I'electr6 ja no es conserven i

tindrem que els estats bons seran els vectors propis de I’spin total:

— —

§=8.+5,

Si ara procedim de manera similar a la interaccié spin orbita, és trivial obtenir:

(8?2 - 82-57) (11.55)

N | =

Aleshores, com tant ’electr6 com el protd tenen spin %, tindrem que S? =
SZQ) = %hz, havent de considerar dos possibles estats: el triplet i el singlet. En
el triplet, els spins es troben en paral-lel i el seu spin total serd 1, tenint que
52 = 2h2. Per altra banda, en el singlet, I’spin total sera 0, tenint que S? = 0,
per tant, fent servir (11.54) i (11.55) tindrem:

mpmzerag 0 (tiDlet (11.56)
——90 - ; (singlet)
0

Si ho representem (vegeu Figura 11.7.) podem veure com ’acoblament spin-spin

ens trenca la degeneraci6é de ’estat fonamental, separant aquest amb un nivell
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triplet

Scusc pertorbar ’

-
-

A
\

\ .
Y singlet
Y

Figura 11.7: Representacié del desdoblament en 1’energia de ’estat fonamental
de ’atom d’hidrogen (estructura hiperfina).

més elevat (triplet) i un més inferior (singlet), tenint que la diferéncia d’energia
sera:

=7 —588107 %V 11.57
3mym2cad ¢ ( )

Aqui podem avaluar la freqiiéncia d’emissié que presenta un foté en la transicio
del triplet al singlet:

AE
v === = 1420 MHz (11.58)

que correspon a la longitud d’ona de A = £ = 21 cm, corresponent a la regio
de T'espectre de microones. Aquesta linia de 21 cm és una de les formes més

penetrants i omnipresents de la radiacié de I'univers.

11.2 Teoria de pertorbacions depenents del temps

Fins aquest punt, hem tractat el que s’anomena habitualment estatica quantica,
amb el permis de 'aproximacié6 WKB que veurem més endavant; on el poten-
cial que avaluavem era una funci6 independent del temps V (7,¢) = V (¥) i on
I’equacié d’Schrodinger que depén del temps venia determinada per

oY

Hw :Zha
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amb la qué podiem resoldre pel métode de separacié de variables a partir d’una

operacié unitaria corresponent a l’operador de ’evolucié temporal com:

E

G (I

on en aquest cas, podiem obtenir les funcions d’ona a partir de combinacions
lineals dels nostres estats estacionaris i també les seves energies (valors propis) i
les respectives probabilitats, doncs eren constants al llarg de ’evolucié i complien

I’equacié d’Schrodinger independent del temps:
Hy = EY

Si ara el que volem és avaluar les transicions permeses d’un nivell a un altre,
haurem d’introduir un potencial amb dependéncia temporal, el que ens portara
ala dinamica quantica. En aquest cas, la contribucié del hamiltonid correspo-
nent a la dependéncia temporal sera petita comparada amb la part independent
del temps, podent tractar aquesta contribucié dindmica com una pertorbacié al
nostre hamiltonia:

H = Hy+ V(t) (11.59)

A continuacié presentarem els aspectes teorics més rellevants de les pertorbaci-
ons depenents del temps per disposar de la teoria basica per estudiar els proces-
sos fisics més destacats: absorci6 i emissié de radiacié en ’atom, el que es coneix
com a la teoria vella de Bohr pel salt quantic els quals no tractarem. Aquests
tipus de pertorbacions els tractarem a les notes d’Optica, concretament a la
teoria semi-classica d’interaccié llum-matéria, pel qué en aquestes notes, només
presentarem la teoria associada a ’esséncia de la pertorbacié, presentant 1’atom

en dos nivells, les pertorbacions sinusoidals i la transicié de probabilitat.

11.2.1 Atom de dos nivells

Comengarem suposant que ens trobem en un sistema no pertorbat de dos estats,
1, 1 1p. Aleshores, aquests estats seran propis del hamiltonia no pertorbat tal
que:

Hobo = Eatpa 1 Hotop = Epthp (11.60)

on es complira la condicié d’ortogonalitat:

(Ya 1hp) = dap (11.61)
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i podem definir una combinacio lineal d’ambdés com:

U(0) = cata + ot (11.62)

No ens interessa que son els nostres estats (funcions d’ona, spinors,...) sind
la dependeéncia temporal d’aquests. Aleshores, si ens trobem en abséncia de

pertorbacid, com bé sabem, (11.62) evolucionara en el temps com:
—iBay —iZby
U(t) = cqthae™ " " "+ cpihpe™ ' R (11.63)
i com han de ser estats fisics, haurem d’imposar la normalitzacio:
2 2
|cal”™ + [ep]” =1
Ara suposem que introduim una pertorbaci6 V' (t), si els nostres estats continuen
constituent un conjunt complet, I’expressio (11.63) ara sera:
—iBay —iZby
U(t) = ca(t)ae™ ™ "+ cu(t)pe " * (11.64)
on ara ¢, i ¢ sén funcions del temps.

Per tant, el nostre objectiu serd determinar ¢, i ¢, en funcié del temps?2. Per
fer-ho considerem que la particula es troba inicialment a l’estat 1, tal i com

representem a la Figura 11.8.

)

——e—iu)

Figura 11.8: Sistema de dos nivells pertorbat, on la particula es troba inicialment
a lestat 1,.

Aixi doncs, per la configuraci6 del nostre sistema, tindrem que ¢,(0) = 1 i
¢p(0) =01 al cap d’un temps t; ens trobarem a ¢, (t1) =01 ¢ (t1) = 1, tal que

tindrem una transicié de 'estat v, al 9.

22 Aquests tipus de pertorbacions les veurem en detall a les notes d’Optica. Concretament
a la seccid d’interaccié semi-classica de llum-matéria.
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Per tant, hem de determinar els nostres coeficients imposant que la nostra fun-
ci6 (11.64) compleixi l'equacié de Schrédinger depenent del temps pel nostre

hamiltonia (11.59):

O
(Ho+ V(1) ¥ = ih

Aleshores:

ca (Hota) e 50+ cy (Hotw) e 70 4 cq (V(t)ha) e 5!
_iEBuy . . _iEay . _iEBby
+oo V()p)e™ " ™mY = ik [cad)ae Al ey TR 4

.Ea _;Ea E ;B
+catha <Zh> et cpp (zhb> eI t}

Si tenim present (11.60), els primers dos termes de ’esquerra es cancel-len amb
els dos darrers termes de la dreta, tenint al final :

+

+

—iBay —iBey —iBay —iBby
ca (V()Ya)e " " +op (V()Yp) e "R “ =1ih [Cathae™ *h © + Cphpe” TR (11.65)

Per aillar ¢, apliquem (1,| per fer us de les propietats d’ortogonalitat (11.61)

tal que:
g B - Bq
ca (Wl V(1) [Ya) € F 1 ¢ (| V(1) ) €777 = ihige™ ' =
- Eq - By - Eq
CoVaa R 4 g Vape PR = Ghege iR
on hem definit
Wil V() [¥5) = Vi (11.66)
per abreujar la notacio.
Si ara multipliquem a banda i banda per —%e"%t, obtindrem:
: i _i(By=Ba),
Gy = % CcaVaa + b Vape 2 (11.67)
Si fem un raonament similar per ¢q, obtindrem:
. 7 i (Bo—Fa),
G = =7 Vi + CaVoa' T (11.68)

Les equacions (11.67) i (11.68) ens determinen els nostres coeficients (amplituds
de probabilitat) c,(t) i ¢y(t), que si els considerem ambdés serd completament

equivalent a I’equacié d’Schrodinger depenent del temps per a un sistema de dos
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nivells. Habitualment, els elements de la matriu diagonal de V() son zero?® ,

tenint:
Vaa = %b =0

Aleshores, en aquest cas, les equacions (11.67) i (11.68) es simplifiquen com:

Cq = —iVa e~ wote
’ ’ (11.69)
¢, = Vb wote,
on hem utilitzat B
wo = % (11.70)

assumint que Fy > FE,.

Fins ara tot era exacta. Ara, tal i com vam fer a la teoria de pertorbacions
independents del temps, si considerem que la nostra pertorbaci6 és petita, se-
gons les nostres condicions inicials (Figura 11.8) tindrem que quan no hi ha
pertorbacio:

ca(0)=1; ¢(0)=0 (11.71)

Aleshores, la correccié a ordre zero sera:

O =1 V) =0 (11.72)

A primer ordre, introduim (11.72) a (11.69), obtenint:
ba=0=cM(t)=1

&y = =5 Voae™"" =

:>Cb

DHN

t
/Vba ot gy’ (11.73)
0

Si ara introduim ¢4 i cé ) ala dreta de (11.69) obtindrem la correccié a segon

t
T
0

t

t
St - / Vi (' )e~ 00t [/Vba(t* “"Ot*dt*} dt’ (11.74)
0

0

ordre:

23En el cas més general aquests no seran zero.
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on {2 () = V().

Podem realitzar aquest procés indefinidament, sempre i quan introduim I'n-
éssim ordre de la correccio a la dreta de (11.69) i després resoldre per n+ 1-éssim
ordre de correccié. Per altra banda, ¢, serd modificat en correccions d’ordre pa-
rell i ¢, en correccions d’ordre imparell. Observem que l'error que es presenta a,
c&l)(t) ’ + ’cgl)(t)r # 1, no obstant

aix0; si que és igual a 1 en el primer ordre de correccié en V(t), que és tot el

primer ordre de correcci6 és pel fet de que

que podem esperar a primer ordre de correccidé. Ens succeeix el mateix quan

avaluem ordres superiors.

11.2.2 Pertorbacions sinusoidals. Transicié6 de probabili-
tat.

Imaginem ara que la nostra pertorbaci6 és del tipus sinusoidal, tal que:
V (7,t) = Vi (F) cos (wt) (11.75)
on de la mateixa manera que abans:
Vap = V¥ cos (wt) (11.76)

Si ara ens centrem a treballar exclusivament a primer ordre, per (11.73):

t

t
Wy~ b N iwot! 1. VY i(wot+w)t! i(wo—w)t' ] .
cp (t):—ﬁVO cos (wt') e"0" dt == [e +e }dt =
0 0

ba i(wotw)t _ 1 i(wo—w)t _ 1
_ W [e ¢ } (11.77)

(1)
e (1) = 2h (wo +w) + (wo — w)

Aixi doncs, aquesta sera la solucio, pero per simplificar els calculs, considerarem
que la freqiiéncia del potencial sinusoidal (w) és aproximadament la freqgiiéncia

de transicio entre els dos nivells (wp), i per tant:

wo +w > |OJo—w|
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Aleshores, el primer terme de (11.77) serad molt més petit que el segon, tenint:

V'oba ei(wo —w)i

(1) ~ _ |: i(wo—w)L —i(wo—w)£:| _
t) = =
¢ () 2h (wo —w) ¢ T ’
'Voba ei(wo—w)% ) (WO _ w)
= — t 11.78
i (o —w) sin 5 ( )

Aixi doncs, si la nostra particula comenca a l'estat 1, i al cap d’un temps t,
es troba a 1, la probabilitat de que aquest esdeveniment succeeixi d’aquesta
forma ve determinada per la transicio de probabilitat:

2 _ ’\/05’1’2 sin® ((wo — w) §)

h? (wo — w)?

Pro_y (t) = )CgU (t)‘ (11.79)

Tenint que la transicié de probabilitat és una funcié del temps quan el nostre
potencial pertorbatiu és una funcié sinusoidal que depén del temps. La repre-

sentaci6 de la funcio (11.79) la podem trobar a la Figura 11.9.

IGIRY
h(wo — w)

2T T 6m t

o — | fwo —w| Jwo —wl|

Figura 11.9: Transici6 de probabilitat per una pertorbacié sinusoidal al llarg
del temps.
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Capitol 12
Aproximacié adiabatica

En aquest capitol estudiarem 'aproximacié adiabatica de forma introductoria.
Treballarem el teorema d’aproximacié adiabéatica, on definirem els tipus de pro-
cessos corresponents i la demostracié del mateix. Per altra banda, presentarem
la fase de BERRY, on treballarem els processos no holonomics', la fase geomé-

trica i ’efecte AHARONOV-BOHM.

Aquest sera el darrer métode aproximat que considerarem pel que fa a la dinami-
ca quantica?, ja que després presentarem I’aproximacié de WKB, corresponent

altra vegada a un sistema quantic estatic.

12.1 El teorema adiabatic

Abans de res, hem de definir qué volem dir amb un procés adiabatic. Si ima-
ginem un péndol perfecte (sense friccid, ideal) que oscil-la endavant i endarrera
en un pla vertical i agafem el seu suport i el sacsegem amb diferent intensitat,
la base del péndol oscil-lara de forma caotica. Pero si movem el suport de forma
suau i constant, el péndol continuard movent-se d’'una manera suau, en el ma-
teix planol i amb la mateixa amplitud. Aquest canvi gradual en les condicions

externes és el que caracteritza un procés adiabatic.

L’estratégia basica per analitzar un procés adiabatic és, primer, resoldre el pro-
blema amb els parametres externs fixats i, al final, permetem que el sistema

evolucioni en el temps.

1Veure a les notes de «Mecanica Classica» a la part de Mecanica Analitica.
2Un altre métode aproximat interessant corresponent a sistemes dinamics és I’aproximacié
de Scattering, perd que no presentarem.

360
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En la Mecanica Quantica, el contingut essencial de ’aproximacié adiabatica

es pot emetre en forma de teorema:

Suposem que el hamiltonia canvia gradualment d’una forma inicial H; a una
altra de final Hy. Sila particula estava inicialment en el n-essim estat propi de

H;, ens portara directament a Uestat propi de Hy.

Teorema adiabatic

3

Per aquest teorema” es suposa que ’espectre és discret i no degenerat. Il-lustrem-

lo amb un exemple.

Suposem que preparem una particula en 'estat fonamental d’un pou quadrat

infinit (Figura 12.1), de manera que el seu estat inicial sera:

Yi(x) = \/zsin (gx) (12.1)

Si variem gradualment la paret dreta del pou de a a 2a (Figura 12.1b), el
teorema adiabatic ens garanteix que la particula acabara en I’estat fonamental

del pou expandit, amb funcié d’ona:

Vp(z) = \/zsin (%x) (12.2)

i només cal que realitzem el procés lentament.

Pero si variem bruscament la paret (expansié sobtada Figura 12.1c), lestat
resultant continuara essent la funcié d’ona (12.1), la qual serad una combinacié

lineal complicada dels estats propis del nou hamiltonia.

Figura 12.1: (a) Particula inicialment en l’estat fonamental d’un pou quadrat
infinit. (b) Expansi6 suau (procés adiabatic) on la particula roman a l’estat
fonamental. (c) Expansié brusca, on la particula es queda, momentaneament,
al seu estat inicial.

3El qual no demostrarem, doncs a part de ser una demostraci6 feixuga, es pot trobar al
Griffiths en tot el detall.
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12.2 Fase de Berry

En aquesta secci6 estudiarem la fase de Berry. Aquesta fase, també anomenada
fase geomeétrica, és la que adquireix un sistema al efectuar una trajectoria que
el retorna al punt original, mentre que es troba subjecte a un parametre que
varia de forma adiabatica. Dividirem l’estudi en tres subseccions, on anirem
manipulant el sistema avaluat per obtenir aquesta fase i veure quins efectes

fisics son rellevants.

12.2.1 Processos no holonémics

Considerem un péndol sense friccions -aixi com el de la seccié anterior- de ma-
nera que traslladem el seu suport des d’un lloc a un altre. Com hem comentat,
si el canvi de posicionament del suport és suficientment lent (un moviment lent
en comparacié amb el periode d’oscil-lacié del péndol), el péndol continuara
oscil-lant al mateix pla i amb la mateixa amplitud. No obstant aixo, si aquest
passés fins al pol nord i el posicionem amb un gir, el nou planol presentara un
angle O respecte al pla antic, on © és ’angle entre les linies de sentit cap al sud
i el nord.

En aquest cas, O és igual a I’angle so0lid €2, en el centre de la Terra. En aquesta
situacio, essent R el radi de la Terra, el cami al voltant del qual portem el pén-

I’hemisferi nord, de manera que la seva area sera:

1706 2 9

i, per tant:
0=—=0 (12.3)

El péndol de Foucault és un exemple d’aquest tipus de transport adiabatic al
voltant d’un circuit tancat en una esfera, només que en aquest cas, és la rotacid
de la Terra que s’encarrega de realitzar el transport adiabatic. L’angle solid

subtendit per una linia de latitud 6y ens ve descrit per:
Q= /sin(@)d@d(b =27 (1 — cos (6p)) (12.4)

Pel que fa a la Terra, la precessié diaria del péndol de Foucault és 27 cos (6p),*

en un sentit, doncs cada motor ciclic és un dispositiu no honoldmic (no realista):

4Es pot consultar en detall a les notes de Mecanica Classica, a la part de Solid rigid i
Mecénica de Fluids.
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al final de cada cicle, el mobil ha avancat una mica o s’ha aixecat lleugerament
pel pes. Aquesta idea s’ha aplicat fins i tot, a la locomocié de microbis en un
fluid a baix ntimero de Reynolds®.

A la segiient subseccio, estudiarem els sistemes no holonomics al llarg dels pro-
cessos adiabatics, on intentarem diferenciar I’estat final de l'inicial d’un sistema,
on els parametres del hamiltonia els portem adiabaticament al voltant d’un cicle

tancat.

12.2.2 Fase geomeétrica

Considerem un hamiltonia independent del temps, de manera que complira:

de manera que roman a l’estat general, afegint simplement un factor de fase:

i Ent
—i =g

U (z,t) = Yp(2)e (12.5)

Si ara el hamiltonid varia en el temps, les funcions propies i els valors propis

també variaran:
H(t)¢n($,t) = En(t)wn(x7t) (126)

No obstant aix0, el teorema adiabatic ens diu que quan el hamiltonid varia
suaument, la particula que comenga al n-éssim estat propi, resta en aquest
estat i, com a molt, adquirirad un factor de fase que dependra del temps, fins i

tot a mesura que evoluciona la funci6é propia. D’aquesta manera:
W, (2, 1) = by (x, )0 D eirn(®) (12.7)

on

Hn(t) = -

St o=

t
/En(t’)dt’ (12.8)
0
és ’anomenada fase dinamica i v, (t) la fase geométrica.

De fet, com I'equaci6 (12.6) i la condici6 de normalitzacio, només ens determina
¥, (x,t) una fase arbitraria que, en principi, pot ser escollida independentment
d’un instant de temps, hem de permetre un factor de fase arbitrari en ’equacié

(12.7). Observem, que aquesta energia no es conserva, ja que la variacié del

5El niimero de Reynolds el presentem en detall a les notes de Fluids i Superfluids.
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hamiltonid provoca un impuls d’energia dins o fora del sistema.

Si relacionem ’expressié (12.7) amb I’equacio de Schrodinger depenent del temps:

o
ih~r = H(t)¥ (12.9)

podrem desenvolupar una formula senzilla per I’evolucié temporal de la fase

geometrica:
oY d,
ih ™ o0 oivn _ e On ,ivn PR
ot Entpnetre T dt ¢
[Hwn] 'L'Yw — nw 6 Z’Yn
aleshores: 5 J
g;" it 7” =0 (12.10)
tal que si prenem el producte intern amb wn, obtindrem:
d n a n
Jt - <¢n 1’/’> (12.11)

Ara, ¢, (z,t) depén del temps, doncs tenim alguns parametres R(t) en el hamil-

tonid que depenen del temps. Per tant:

dyn _
o2

I,
> o (12.12)

tal que si resolem:

Tn(t) = /<wn awn> @dt 7<wn
0 R

Si considerem que presenta un moviment ciclic, de manera que el hamiltonia

Oy,
aR> dR (12.13)

retorna al punt de partida al cap d’un temps T, R; = Ry i, aleshores, v, (T) =0,
cosa que no presenta res interessant. No obstant aix0, assumirem que hi ha un
unic parametre en el hamiltonia que varia. Si suposem que tenim N elements
d’aquests, Ri(t), Ra(t), ..., Rn(t), tindrem:

M Oy dR1 Oy, dR» O, dRn dR
_ NN _ aald 12.14
o " oR, di 0B, di T T ory @i - (VRve) g (1214)
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en aquest cas, 'expressié (12.13) ens resultara:

Ry
7n / wn ‘Van - R' (1215)

En aquest cas, si el hamiltonia retorna al punt de partida al cap d’un temps T

Jla fase geomeétrica neta variara:

Ry
9§ Un [VRn) -d (12.16)

corresponent a una integral de linia al voltant d’un bucle tancat en un parametre
espacial, 1 en general no és zero. Aquesta expressio va ser determinada per pri-

mer cop per Berry al 1984, i és per aquest motiu que s’anomena fase de Berry.

Per altra banda, la fase dinamica acumulada ens vindra descrita per:

B*M—‘

T
/En (12.17)
0

La fase de Berry s’associa sovint a ’estudi del flux magnétic i, és en aquest

context, on avaluarem el segiient punt, on descriurem ’efecte Aharonov-Bohm.

12.2.3 Efecte Aharonov-Bohm

En Pelectrodinamica classica, els potencials ¢ i A% no es poden mesurar direc-
tament. Aquestes quantitats ens descriuran els camps magnétics i eléctrics de
la manera segiient:

B— —vp-od

B (12.18)
B= VxA

Les lleis de Maxwell i la forca de Lorentz no presenten una referéncia d’aquests
potencials. De fet, és per aquest motiu que sorgeix la teoria de les transforma-

cions gauge”, les quals no presenten cap modificacié als camps.

A la Mecanica Quantica, els potencials juguen un rol més important. El ha-

6Potencial escalar i vectorial, respectivament. A les notes d’Optica, concretament a la part
d’Optica moderna, realitzem un estudi de electrodinamica per quantificar aquest sistema i
realitzar ’estudi de ’emissi6 espontanea entre altres.

"Es poden consultar a les notes de Electromagnetisme.
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miltonia d’un camp electromagnétic el podem presentar en termes d’aquests

potencials, enlloc dels camps eléctric i magnétic, com:

1 [(h 2\ 2
H=_—(-V—-q¢4| +gqp (12.19)
2m \ ¢

Al 1959, Aharonov i Bohm van mostrar que el vector potencial pot afectar
al comportament quantic d’una particula carregada que no es troba en un
camp electromagnétic. Per presentar aquest efecte, presentarem primerament

un exemple senzill per familiaritzar-nos amb el sistema.

Imaginem una particula que estd restringida a moure’s al llarg d’un cercle de
radi b. Al llarg de ’eix, es troba un solenoide de radi a < b, el qual té un camp
magneétic B (Vegeu Figura 12.2a). Si considerem aquest solenoide molt llarg, de
manera que al seu interior el campmagnétic és uniforme i a ’exterior és zero, es

pot comprobar que el vector potencial no sera zero:

. P
A=—2Cy, (r>a 12.20
5 Cer (r>a) (12.20)
on hem considerat coordenades cilindriques i ® = ma?B és el flux magnétic a
través del solenoide. Si el solenoide no esta carregat, el potencial escalar és zero,

tenint que el hamiltonia (12.19) sera:

1 -

H= [_h2v2 A2y qu-v] (12.21)
m

i com només depén de I'angle azimutal®, I'equacié de Schrédinger es podra

escriure com:

1 [ R 2 ((1(1))2 Tg® d

m _ﬁ?& o ZW@ ¢(¢):E¢(¢) (12.22)

tal que la podem reexpresar com una equacié diferencial:

a4 dap
_ 9,8 -0 12.23
0 i5 o + e ( )
on els coeficients constants son:
q®d 2mb’E 9
p onh T € h2 g ( )
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() (b)

ool

4 4
q Separacié Recombinacié
del feix del feix

Figura 12.2: (a) Carrega en moviment circular al voltant d’un solenoide. (b)
Efecte Aharonov-Bohm: el feix d’electrons es separa al passar pel solenoide, per
després tornar-se a ajuntar. Adaptada de (C) Griffiths Fig. 10.12 & 10.13.

L’equacié diferencial ens presenta una solucié de la forma:
Y = Aer? (12.25)

on

)\:ﬂ:t\/52+6:5:|:%\/2mE

Aleshores, per la continuitat de v (¢), al punt ¢ = 2, requereix que A sigui un

nombre enter n, de manera que els valors propis ens vindran determinats per

h? q® 2
- -2 12.2
" omb? (” 27rh> (12:26)

amb n =0,4+1,£2, ...

Per generalitzar el sistema, podem suposar que la particula es mou a través
de la regi6 on el camp magnétic és zero®. Assumirem que el potencial vec-
torial és estatic, podent-se generalitzar per a potencials depenents del temps.

Aleshores, I'equaci6 de Schrédinger depenent del temps ens vindra descrita per:

1 (h 2\ 2
(‘V—qA> +V

2m \ 1

ov
U =ith— 12.2
ih 5 (12.27)

on ’energia potencial V es pot simplificar si escrivim l’estat com:

U =97y’ (12.28)
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amb

//Y(F) A (12.29)
@)
essent @ un punt de referéncia.

Utilitzant (12.28), el gradient de la nostra funcié d’ona, a partir de propietats
vectorials, sera:
VU = e (iVg) U + €9 (V')

icom Vg = %ff, tindrem:

h > h,
<,v — qA) U=~V (12.30)
i i
de la qué es segueix:
I 2\ 2 .
(.V - qA) U = —h2e IV (12.31)
i

Si introduim aquesta expressio a (12.27), obtindrem:

ov’
ot

h2
—2—V2\If’ + VU =ih (12.32)
m

Aharonov i Bohm van proposar un experiment en el que un feix d’electrons
es separava en dos, vorejant el solenoide abans de tornar-se a ajuntar (Vegeu
Figura 12.2b).

En aquest experiment, el feix només s’ajunta en les regions on el camp magnétic
és zero. No obstant aix0, el vector potencial A no és zero, tal que si assumim

que V és igual en les dues cares, els dos feixos arribaran a diferent fase:

q [z, a® 1 - q®
= — A-d = — - . d == :l:i 12-33
g h/ " o (re¢> (répdd) = £33 (12.33)
Aleshores, els feixos arribaran desfasats per una quantitat proporcional al flux
magnétic que envolten els seus camins:

q®

As =L
h

Per formalitzar I’efecte Aharonov-Bohm, suposem una particula carregada dins
d’una caixa, centrada al punt R i amb un potencial V' (F — ﬁ) D’aquesta ma-

nera, les funcions propies del hamiltonia del sistema, ens vindran determinades
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per:

{1 [’?v A mr +v (7 R) } b = Bt (12.34)

2m |1

En aquest cas, les solucions seran de 1’estil

N (12.35)

on
T

/A’(F) A7 (12.36)

R

g:

St

Observem que v’ només satisfa la mateixa equacio6 pels valors propis quan A —
0:

h2 2 23 / /
[—mv +V (7’ - R)} Ul = Enl, (12.37)

—

notant que 1, és una funcié que depén unicament de la diferéncia ¥ — R, no

d’aquestes distancies per separat.

Si ara situem la caixa al voltant del solenoide, per determinar la fase de Berry,
hem d’avaluar primer el solapament (¢, |V rty,). Per fer-ho, hem de tenir en

compte que:
Vitn = Vi [0, (7 - B)| = =i A (R) ey, (7 - R) + 90, (7 - F)
Aleshores, obtindrem:
(¥n |VRYn) =
/e*ig (w1, (7= B)| e [<iL A (R) e, (7= B) + eV ny, (7 - R)| d*r =

(n |V Rn) = —z’%/?(ﬁ) —/ {w; (F— ﬁ)r Vi, (F— é) Br (12.38)

La darrera integral'® la sabem resoldre per capitols anteriors, tal que ens déna

% vegades el valor esperat del moment, que en ’estat propi del hamiltonia que

avaluem és zero. Aleshores:

(n |VRY) = —z’%ff (ﬁ) (12.39)

Si introduim aquest resultat a la formula de Berry (12.16), obtindrem:

l) = §A(R)-df =1 [ (x2)-as =12 (12.40)

10Hem utilitzat que Vg = —V, quan actua sobre funcions de (F— é)
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de manera que aquest resultat ens confirma el resultat de Aharonov-Bohm (12.)

essent aquest efecte un cas particular de la fase geomeétrica.

Aquest efecte doncs, ens afirma un error de la teoria classica, doncs poden

haver-hi efectes electromagnétics en regions on els camps son zero.
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Capitol 13

Aproximaci6 WKB

El métode WKB (Wentzel, Kramers, Brillouin) és una técnica per obtenir solu-
cions aproximades de I’equacié de Schrédinger unidimensional independent del
temps. Aquest métode, particularment, és util per avaluar i calcular els estats

lligats de les energies i I’abast de I’efecte ttinel a través de barreres de potencial.

L’estratégia a seguir per utilitzar aquest métode és imaginar una particula d’e-
nergia £ que es mou a travé d’una regié amb un potencial V(z) constant. En

el cas de que E > V(x), les funcions d’ona seran de Destil:
w(x) — Ae:l:ika:
amb £, tal i com ’haviem definit en la part de Mecanica Ondulatoria,

2m(E-V)
72

==
Il

i ara suposem que el potencial no és constant, perd que varia suaument en com-
S 1 pot 1 tant t

paraci6é amb la longitud d’ona A, podrem considerar els potencials que contenen
les funcions d’ona, practicament constants. Aleshores, en aquesta situacio, les
funcions d’ona seran practicament sinusoidals, exceptuant els punts on la lon-
gitud d’ona i amplitud varien suaument amb la z. Per tant, identificarem dos

nivels de dependéncia amb la z: les oscil-lacions rapides i les modulades.

Per altra banda, si E < V(x), la funcié d’ona sera de estil:

Y(x) = Aetr® (13.1)

372
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2m(V—E)

essent Kk = 73

Si ara el potencial no és constant, perd varia suficientment suau en compa-
raci6 amb %, la soluci6 romandra exponencial exceptuant els punts on A i «

variin suaument amb la z.

El punt complicat, és quan l’energia i el potencial sén similars, doncs ens sor-
geixen punts d’inflexi6 classics i, en aquests, és quan es dificulta ’aproximacio

WKB, tot i que al final els resultats sén simples d’assenyalar i d’implementar.

13.1 Regid classica

L’equacié de Schrodinger es pot escriure de la seglient manera:

d2w - p2
=5 (13.2)
p(z) =+/2m (E —V(z)) (13.3)

corresponent a la férmula classica del moment d’una particula d’energia E amb
una energia potencial V(z). Si de moment assumim que E > V(z), p(z) és
real, i anomenarem a aquesta zona com la regid classica, de manera que podem

expressar la funcié d’ona -que serd complexa- com
Y(z) = A(z)e'*® (13.4)
on l'amplitud A(x) i la fase ¢(z) sén reals.

Si derivem (13.3) respecte la posicio:

dp (dA . do\ 4
dx_<da:+lAdx>e

i la segona derivada:

2y d’A  _dAde a2 do\?
kP Rl
dx?  dz? e dx dx e dx? (dx)

Si introduim aquesta expressié a (13.1), es segueix:

A dAde | &6 dp\>  p?
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Aleshores, aquesta expressio és equivalent a dos equacions reals, una per la part

real i l’altra per la imaginaria:

d2A dop\>  p? d?A do\> p?
i dAde  d2¢ d dé
—_ —— —_— 27 fr—
2+ A =06 (A dm) 0 (13.7)

Ambdues equacions son equivalents a ’equacié de Schrédinger original. I’ex-

pressio (13.7) és facil de resoldre, obtenint:

c
A= 13.8
- (13.8)

dz

on C és una constant real.

Per altra banda, ’'equaci6 (13.6) en general no es pot resoldre, i s’ha d’avaluar
a partir d’aproximacions. Si assumim que "amplitud varia lentament, doncs els

termes de segon ordre son negligibles, ’equaci6 (13.6) resultara:

d¢ P
2T 42
dx h

és a dir:

o(x) = :I:% /p(x)dx (13.9)

de manera que la nostra funcié d’ona ens vindra descrita per:

U(x) Ciei%fp(m)dw (13.10)

13.2 Efecte tunel

En la secci6é anterior, hem treballat amb la regié classica; perd podem escriure

facilment el resultat de la nostra funcié d’ona en la regid no classica (E < V(z)):

W(a) 2 — Lt @l (13.11)

VIp()]
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Com ja hem vist al capitol 4, el coeficient de transmissié6 en una barrera de

potencial rectangular (Vegeu Figura 13.1a), ens ve descrit per

_|EP
4°

en la zona en la que es pot produir lefecte tinel (0 < x < a), Paproximacié

WKB ens determina una funcié d’ona:

)(x) = Le'f‘% foz|p(x’)|dx’ + Le—% foz|10($,)|dxl (13.12)
p(2)] ()]

- \/ \j a\/t\/ \ x

Figura 13.1: (a) Dispersio de la funci6é d’ona per una barrera de potencial rec-
tangular, amb una superficie d’aquesta accidentada. (b) Estructura qualitativa
de la funcié d’ona, que es dispersa (scattering) des d’una barrera ampla i alta.
Adaptada de (C) Griffiths Fig. 8.3 & 8.4.

Si la barrera és molt alta o molt ample, la probabilitat d’efecte ttunel és molt
petita i, aleshores, el coeficient de 'exponencial (C), tendeix a ser petit i la
funci6é d’ona presenta una funcié com la que es pot observar a la Figura 13.1b.
Observant la Figura, observem que el coeficient de transmissié ens vindra descrit
per:

T=e (13.13)

on
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(a) (b)

Potencial

V(x)

Punt

Punts d'inllexié d'inflexié

Regié on|introduim la "tirita"

Regié classica 0 ~ —
Regié classica Regié no classica

Figura 13.2: (a) Representacio de la zona on classicament es troba confinada la
particula. (b) Representacié esquematica del canvi de coordenades i de la zona
on introduim la tirita i la representacié lineal del potencial. Adaptada de (C)
Griffiths Fig. 8.1. & 8.7.

13.3 Formules de connexié

En les discussions anteriors, hem suposat en tot moment que les parets del pou
de potencial so6n verticals i que l'energia era més gran o més petita que el po-
tencial. En el cas que avaluarem a continuacio, estudiarem qué passa quan ens
trobem a la vora dels punts on £ = V(z), on correspondra als punts on la regio

classica passara a ser no classica i I’aproximacié6 WKB no funcionara.

Per a realitzar 1’estudi, el simplificarem movent els eixos (Vegeu Figura 13.2a)
de manera que el punt d’inflexi6 de la dreta es produeixi a z = 0 (Figura 13.2b).

D’aquesta manera, I’aproximacié WKB ens proporcionara una funcié d’ona:

4 [Be"’% [7p@a)da’ 4 Ce=7 J; pla’)da’ , six <0
() = \/pir) B ' (13.14)
- {De 7 Jo [P ] , stz >0

Aleshores, ara hem de determinar les dues solucions en el limit de les dues fun-
cions. El problema que tenim és que en els punts d’inflexié, com hem comentat,
segons 'aproximaci6 WKB la funcié d’ona tendeix a infinit, tot i que en realitat
la nostra funcié d’ona no té aquest comportament tan sobtat. Per tant, hau-
rem de ser precissos amb les condicions de contorn per determinar les energies

permeses en els punts d’inflexid.

Aleshores, el que realitzarem sera unir les dues solucions, introduint una funcioé
d’ona (¢,) en la ferida del punt d’inflexié que actuard com una tirita. Aixi

doncs, en les proximitats de l'origen, podem aproximar el potencial com una
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’ Representacié integral ‘ Forma assimptética ‘

) 1 —Z.37
Ai(z) ~ —21 ¢
3 174
Ai(z):%fgocos(%-psz) ds { 2\/? / 232 SE>0
Bi(z) ~ e
=, 1/4

3
— 5 +s . 3 .
Bi(z) = % 1§° (e T+ 4 g (% + sz)) ds Bi(z) ~ s [2(72)3/2 N 3} siz <0
3 1

- 1 N 2 3/2 i
{AI(Z) ~ g R + §]

1
VrE(=2)/4

Taula 13.1: Representacio integral i forma assimptotica de les funcions d’Airy.

recta de la manera segiient:
V()= E+V'(0)x (13.15)

i solucionar ’equacié de Schrodinger:

P dy,
2m dx?

+(E+ V’(O)m) Up = Ep

0, si definim

podem reescriure ’equacié de Schrodinger com:

d2¢p
dx?

= ax1h, (13.16)
que, per altra banda, si z = ax, obtindrem:

d21/Jp
dz?

= 29, (13.17)

la qual correspon a l’equaci6 diferencial de segon ordre anomenada equacio
d’Airy, on les solucions son les funcions d’Airy. Aleshores, aquestes soluci-
ons seran combinacions lineals de les funcions d’Airy Ai(z) i Bi(z), les quals les
definim a la Taula 13.1 i estan relacionades amb les funcions de Bessel d’ordre
1/3%.

D’aquesta manera, la funcié d’ona v, ens vindra definida per:
Yp(z) = aAi(ax) + bBi(ax) (13.18)

amb a i b com a constants apropiades del sistema.

Ara doncs, aquesta funcié d’ona és una aproximacié de la funcié d’ona que

LA més a més, a les notes d’Optica també les presentem en detall.
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tenim a l’origen. Per tant, hem de determinar les solucions en l’aproximacio
WKB en les regions superposades a banda i banda del potencial. Aquestes regi-
ons superposades, sén molt properes al punt d’inflexid, tenint que la linealitzacio
del potencial és raonablement bona, tenint que la funcié d’ona 1, és una bona

aproximaci6 de la funcié d’ona real.

Aleshores, el moment en les regions superposades, ens vindra determinat per:

p(x) = \/2m(E—E —V'(0)z) = ha”*vV—x (13.19)

i, en particular, a la zona de la dreta:
xr xr 2 .
/|p(x')| dz’ = ha/? / Valde' = gh(aaj)g/
0 0

i, per tant, la funci6 d’ona (13.14) es podra escriure com:

~ D —2(az)¥?

Tal que si comparem (13.20) amb (13.18), introduint en aquesta darrera les

funcions d’Airy en la seva forma assimptotica per z > 0, s’observa que

per tant, la funcié d’ona (13.14) es podra escriure com:

1
Vha/t (—9{:)1/4L

1%

¥(z) [Be’%ﬁ(—“)s/z 4 Cemi3h(-an)™? (13.21)

Tal que si introduim a (13.18) les funcions d’Airy en la seva forma assimptotica

per z < 0, s’observa que (ja sabem que b = 0):

a

R

Vp(@) Nz sin E (—az)”* + Z] -

VT (—ox
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a 1

i comparant (13.22) amb (13.21):

ei%eig(*ar)g/z — eii%efii(faz)g/z} (13.22)

B

.
w13

a bt _
" e 3 - e ——
2i\/T Via o 20T Vha

que introduint en les altres relacions aquesta a, obtindrem:

B=—idiD; C=iciD| (13.23)

que s6n les anomenades formules de connexid.

Si ho expressem tot en termes d’una sola constant de normalitzacié D, i canvi-
em el punt d’inflexié de l'origen a un punt arbitrari xo, la funci6 d’ona WKB
(13.14) finalment ens resultara:

‘1n[ 2" )dx' + } , Slz < oo
L
h

() = D . |p(r >|dr (13.24)

Ip(2)]

e , Sl x> x9
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